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Introduction.

Ce polycopié est consacré a l'introduction des outild'dealyse numérique. Le calcul d’intégrales,
la résolution d’équations non linéaires, la résolutadiéquations differentielles n’ont pas toujours (pas
souvent) de solution analytique ou de solution analytigoglke. On a alors recours a la recherche de
solutions approchées.

Les physiciens, les mécaniciens, les ingénieurs, ..besbin d’évaluer les solutions de problemes tels
gu'évoqués précédemment. Limportant n'est pas drauoe solution exacte, mais une solution ap-
prochée avec une erreur maitrisée et quantifiee.

La modélisation de phénoménes riches et complexesanmegrand nombre de variables réelles incon-
nues a déterminer a I'aide d’'outils d’analyse numésidun algorithme fait alors appel a un grand nombre
d’opérations élémentaires, le mathématicien nucigmidoit alors s’assurer que son calcul conduit bien
au résultat souhaité et que son calcul est égalemeraedfien terme de temps de calcul.

DEFINITION .0.1
On appelle méthode numérique une suite finie d’opératiithmétiques+, —, , /) permettant d’avoir
la solution d’un probléme avec une précision arbitraEahfixée.

On saura souvent prouver qu’une méthode assure la comeerdgnéorique” vers le résultat souhaité. Un
processus itératif est associé a la méthode ; pour urbredonné d'itérations, on obtient une solution
approchée dont la précision dépend du nombre d'ig@matet donc du nombre d’opérations effectuées.
Si on s’autorise a faire tendre le nombre d'itérationss\&nfini, on s'attend a faire tendre I'erreur (la
précision de la méhode) vers zéro. La méthode est diteaxgente si la solution approchée converge vers
la solution exacte, lorsque le nombre d'itération tendsVémfini. Mais les opérations arithmétiques ne
se faisant pas de facon exacte (erreur machine), on estaammuler des erreurs. Un cumul important
d’erreurs méme petites peut s’avérer désastreux etua@nd un résultat erroné voire divergeant (le
programme va planter sur la machine!), alors que la métisedblait convergente sur le papier. On
distinguera alors la notion de "convergence théoriguefad®tion de "convergence effective”. On parle
aussi de robustesse ou stabilité de la méthode lorsgleeaiel’est pas sensible au cumul des erreurs.
C’est la notion la plus fine de I'analyse numérique sur ldgqueous insisterons a travers les diverses
méthodes introduites dans ce cours.

Notion d’erreur machine

Les nombres réels sur lesquels nous effectuons des mpirabnt stockés sur la machine a I'aide d’'un
nombre donné d'octets, soit un nombre fini de combinaisassiples. On représente ainsi les réels sur
une machine a I'aide d’'un nombre fini de nombres alors méaieaxiste un nombre infini de réels, y
compris sur un intervalle borné He

Les nombres réels stockés sur 4 octets sont dits réefdesipnécision. Les nombres réels stockés sur 8
octets sont dits réels double précision. En analyse ngoe on utilisera les réels double précision, ils
permettent de représenter les réels avec suffisammemédisipn et sur une échelle de taille suffisam-
ment large pour les problemes qui se posent en analyserigqumget compte tenu de la performance
actuelle des ordinateurs. Les réels quadruple préc{diéroctets) ne sont en général pas utilisés du fait
d’'un stockage mémoire plus important (on peut étre amiestocker plusieurs millions de réels lors



d’un calcul) et surtout d’un temps de calcul majoré pourajg&rations arithmétiques rendant un résultat
consistant avec 'erreur attendue.

DEFINITION .0.2

On appelle erreur machine I'erreur maximale commise pqnésenter un réel. L'erreur machine relative
est I'erreur machine commise sur un réel rapportée &e€k: siz. est le nombre stocké sur la machine
pour représenter un nombre réell’erreur relative est

|z — x|
||

REMARQUE .0.1 Les oferationsélementaires (arithri@tiques) ainsi que les quelques fonctions de base
d'un language effectuent les calculs avec unécgsion suffisante pour ne pas introduire d’erreurs
suppEmentaires.

En simple précision, I'erreur machine relative est dedrerdes ~ 10~". En double précision, I'erreur
machine relative est de I'ordre de~ 1015,

Exemple de perte de précision : on netéerreur machine relative. Un nombre de I'ordre tié est
manipulée avec une erreur machine de l'ordrel@e Ainsi 'opération10 — 9 est manipulée en réel
avec une erreur cumulée de taille (situation au pife)+ 9. A l'issu de ce calcul, on récupéetea une
erreur pres d’ un ordré0 fois plus mauvais que I'erreur machine attendue pour stdekeel1.

Une telle perte de précision devient désastreuse sitéor cette perte de précision : sqit,),, la suite
de réels définie par récurrence de la fagon suivante :

Uug = 1/3
uy = 1/3
Upt1 = 10uy, — 1/up—q1, pourn > 2.

La suite est évidemment constantg, (= 1/3 pour toutn), mais I'ordinateur qui calcule cette suite va
planter en calculant une suite divergente ! C’est un exetypigue d’instabilité lié au cumul d’erreur et
a la dilatation des erreurs.

En revanche I'algorithme définie par la suite

uO:1
u1:1

Up4+1 = 0.4uy, + 0.6u,—1, pourn > 2,
et calculé sur machine se montrera robuste. On trouygea 1 pour toutn, a I'erreur machine pres.

Notion de consistance et stabili

On a évoqué 'idée qu'une méthode numeérique pouvaiegeler instable et produire un résultat aberrant
du fait du cumul et/ou de la dilatation des erreurs au coussitéeations de I'algorithme. On rencontre
un autre type d’erreur dans les méthodes numériquesreliede consistance. C’est une erreur qui nait
de la construction de la solution approchée puisqu’orodhiit justement des méthodes pour palier a
'absence de méthode exacte de résolution. Cette ereeaombkistance est répétée un grand nombre de
fois au cours de I'algorithme. Ainsi la notion de stabiti&la méthode se pose pour contenir le cumul des



erreurs de consistance comme elle se pose pour contenimigl cies erreurs machines. Pour diminuer

I'erreur de consistance et ainsi gagner en précision, amamener a augmenter le nombre d'’itérations
de l'algorithme. Une méthode instable verra alors la smiubhumeérique se détériorer alors méme qu’on

cherche & améliorer I'erreur de consistance. Il est @ssentiel d’assurer la consistamtéa stabilité de

la méthode numeérique.

Oninsistera particulierement sur ces deux notions : sterste et stabilité (ou robustesse), lors de I'étude
des méthodes de calcul approché d'intégrales et déut&soapprochée d’équations differentielles.

Structure du document

Le premier chapitre est consacré a la recherche de zéfonddons non-linéaires d& dansR. Ce
probleme correspond a la résolution d’'une équatiortlim@aire que I'on ne sait pas résoudre de facon
analytique. Les principaux algorithmes de résolution e groblémes seront présentés, la convergence
sera étudiée ainsi que la vitesse de convergence.

Le second chapitre expose les outils de I'interpolatios:dgit de définir des équations de fonctions, le
plus souvent polynomiales, pour approcher une foncfidonnée. Cette fonctiofin’est éventuellement
connue qu’en un nombre donné de points, par sa valeur etgalésivées. L'erreur entieet une fonction
interpolante sera quantifiée. La convergence de la famdtiterpolante vers la fonctiofi sera étudiee
lorsque le nombre de points d’interpolation tend vers Hinfi

Le troisieme chapitre traite du calcul intégral. Ces gllcs’appuient sur les résultats d'interpolation

de fonction du chapitre précédent. En effet, les fongtipplynomiales interpolantes sont facilement
intégrales par un calcul exacte et conduisent a un cajguioghé de la fonction interpolée. L'erreur

commise entre les deux intégrales conduit a une erreupdsistance et la répétition de ce calcul sur
une somme d'intervalles de petite taille améne a se pasguéstion de la stabilité (robustesse) de la
méthode.

Le quatrieme chapitre est consacré a I'approximatianérnigue des solutions d’équations differentielles.
Aprés avoir brievement introduit le sens a donner auxitsmis des équations difféerentielles et aux
quelques propriétés qualitatives qu’on saura exhibgedeations, on présentera les méthodes numériques
permettant de construire des solutions approchées. Gatraoa une suite discrete de valeurs, associé a
un pas de discrétisation, pour définir une fonction appeec La encore, la notion de consistance et sta-
bilité prend tout son sens lorsque le pas de discrétisagiod vers zéro. L'erreur de consistance tend vers
zéro quand le pas de discrétisation tend vers zéro, maisrhbre de valeurs a calculer par récurrence
pour définir la fonction approchée tend vers l'infini.

Le cinquieme chapitre traite de la résolution de systlim@aires. Les problemes a grand nombre d'in-
connues se ramenent (apres linéarisation) a la résolde systeme linéaire de grande taille. On est
alors amené a résoudre algorithmiguement ces systéenfagon directe comme on le ferait "a la main”,
par exemple par la méthode du pivot de Gauss. L'écritigerdhmique de ces méthodes permet d’au-
tomatiser la résolution. Une approche itérative, didiricte, sera €galement proposée, elle consiste a
réaliser une suite de vecteurs obtenus par la somme deuve&kde produits matrice vecteur. Cette
suite converge vers la solution du systeme sous certagratitions a établir. La perte de précision lors
de certains calculs et le grand nombre d’opérations éféaires inhérents a la résolution conduisent a



se poser la question de la précision de la solution. Lesm®tie perte de précision et cumul des erreurs
seront abordés ici a travers la notion de conditionemenadnatrice du systeme linéaire.
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Chapitre |

Résolution de 2ro de fonctions.

Dans ce chapitre, on s’intéresse en premier lieu a dedgmals a une inconnue réelle solution d’'un
probleme non-linéaire. Ce dernier peut s’écrire soderae, trouverr € A C R tel que

f(z)=0. (1.0.1)

On se limitera au cas des fonctiofi€ontinues sur, voire C1(A) pour la méthode de Newton.
L'objectif est de mettre en évidence la convergence dabades employées pour détermiaesolution.
L'objectif second est d’assurer le minimum d'évaluatioa ld fonction f pour obtenir une solution
avec une précision donnée. Le coit de ces algorithmesppeaitre dérisoire pour des fonctions réelles
définies explicitement. Cependant, il faut imaginer gésdluation def peut provenir d’'un processus
trés couteux comme par exemple le résultat d’'un long tal@nant plusieurs heures ou jours. Réduire
le nombre d'appel de la fonctiofidevient alors essentiel.

Ce type de probleme se rencontre en dimension supé@eliren verra brievement comment étendre les
méthodes développées ci-aprés au cas de fonctioRg dansR?

1 Exemples d’algorithmes

Nous étudions trois algorithmes.

1.1 Dichotomie

PROPOSITION 1.1.1
On supposg continue deA dansR. On suppose de plus qlie,b] C A et quef(a).f(b) < 0. Alors
I'équation (1.0.1) posséde au moins une solution[sLh] C A.

Par le theoréme des valeurs intermédiaires, il existéa, b| solution de (1.0.1).

L'algorithme de dichotomie consiste a partir de 2 pointst b d'images parf de signe contraire, puis
de découper lintervalle en deux, en considérant, patéréition suivante, le demi-intervalle;, 5] =
[a, (a + b)/2] ou[a, B] = [(a + b)/2,b] qui conserve la propriétg(«a).f(3) < 0.

Algorithme de Dichotomie :
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epsilon=...; | epsilon est la précision souhaitée
! (supérieure a |'erreur machine)
a=...;b=...; lon recherche un zéro entre a et b

Si f(a)xf(b)>0 alors
eécrire "redéfinir a et b”;

stop;
Fin de si
Tant que b-a>epsilon faire
c=(a+b)/2.;
Si f(c)xf(a) <0 alors
b=c;
Sinon
a=c;
Fin de si

Fin de Tant que

1.2 Newton

On suppos¢ de classe&'! définie surR. L'algorithme de Newton consiste & partir d’'un paintdonneé,
puis de définir par récurrence une suis, ),,. Pourz,, donné on construit,, ; en cherchant le zéro du
linéarisé def enx,,. Ainsi sur la figure ci-aprés, on construit la tangente edarbe def au pointz,,,
puis on définitz,, .1 par intersection de la tangente et de I'axe des abscissagudtion de la tangente
est

Yy = f(:L'n) + f/(:L'n)(l’ - xn)
Ainsi, enz = x,,,1,0na
y=0= f(z,) + f/(wn)(fﬂm-l — ).

Finalement,

Tp+l = Tp — f/($ )
n

REMARQUE I.1.1 La suite n'est plus éfiniea partir du rangny des lors quef’(z,,—1) = 0. La
définition de la suite et la convergence de la suite obligereonsidrer des hypothkses surf et/ou le
premier i€ré.

REMARQUE 1.1.2 Une variante de la iethode de Newton est lagthode de la corde. Elle consisie
s’affranchir du calcul de la @rivee def en remplacantf’(x,,) par le coefficient directeur de la droite

passant palz,,, f(z,)) et (z,-1, f (z,-1)). Soit,

Tp — Tp—1

flzn) = f(zn-1)

Tn4+1 = Tpn — f(xn)

Algorithme de Newton :
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3,2

t2,4

0,8

_{n+2} Ai_{n+1} 15 #n

Fic. 1.1 — Méthode de Newton.

epsilon=...; | epsilon est la précision souhaitée
! (supérieure a |’'erreur machine)
X=...; | choix du premier itéré

Si f'(x)==0 alors
écrire "algorithme mal défini”;

stop;
sinon
x9=x—f(x)/f'(x);
Fin de Si
Tant que abs(x9x)>epsilon faire
X=X9;

Si f'(x)==0 alors
écrire "algorithme mal défini”;

stop;
sinon
x9=x—f(x)/f'(x);
Fin de Si

Fin de Tant que
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1.3 Lagrange

La méthode de Lagrange est une variante de la méthode ldetalicie. Plutdt que de diviser en deux
intervalles de méme longueur l'intervalle, b], on découpéa, b] en|a, c] et|c, b] ou ¢ est 'abscisse du
point d’intersection de la droite passant parf(a)) et (b, f(b)) et 'axe des abscisses. Soit,

b—a
b—c=(f(b)—0
O =050 —Fw
Algorithme de Lagrange :
epsilon=...; | epsilon est la précision souhaitée
! (supérieure a |I’erreur machine)
a=....b=...; lon recherche un zéro entre a et b

Si f(a)xf(b)>0 alors
eécrire "redéfinir a et b”;
stop;
Fin de si
Tant que b-a>epsilon faire
c=b+f(b)«x(a=b)/(f(b)-f(a));
Si f(c)xf(a) <0 alors
b=c;
Sinon
a=c;
Fin de si
Fin de Tant que

2 Convergence des @thodes

2.1 Dichotomie

PRoOPOSITION [.2.1
On supposg continue deA dansR. On suppose de plus qlie b] C A et quef(a).f(b) < 0. Alors
l'algorithme de dichotomie converge vers une solution d21) sura,b] C A.

A l'itération n de I'algorithme, on note,, la borne gauche de l'intervalle de dichotomiebgtia borne
droite de l'intervalle de dichotomie. Pour touton a la propriété suivante qui découle de la découpe de
[an, by] €n deux intervalles de méme longueur,

1
bn+1 — Qn+4+1 = i(bn - an)-

Ainsi,
1
bn — Qp = 2_n(b0 — CL()).
Commef(b,)f(a,) < 0, par le theoreme des valeurs intermédiaireegt continue !), il existe un zero
de f sur[a,, b,]. Et comme les suiteg, ), et(b, ), sont convergentes en tant que suite monotone bornée
et que lim b, — a, = 0, alors(a,), et (b,), convergent vers le méme zéro fle
n—oo
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2.2 Newton

La convergence de la méthode de Newton consiste a déendatconvergence de la suite définie par
récurrence :

f/(w") . (1.2.1)

Si l'algorithme convergez,, — z etx vérifie z = g(x) en supposang continue. On est ramené a un
probleme de point fixe.

Tpt1 = g(Tn) = Tp —

PROPOSITION 1.2.2
Si la fonctiong définie de l'intervallda, b] dans|a, b] est continue, alorg admet un point fixe.

Preuve : On définit la fonctioh parh(z) = g(z) —x. Ona

h(a) =g(a) —a >0, h(b)=gb)—b<0.
Commel est continue, d’aprés le theéoreme des valeurs inteainésd,

dz € [a, b] tel queh(x) = 0, soit, g(x) = .

REMARQUE 1.2.1 L’hypothese d'invariance déu, b] par g assure I'existence d’un point fixe, mais ne
prouve pas qu’une suiteéfinie par €currence patz, 1 = g(z,) etzy € [a, b] converge.

PROPOSITION 1.2.3

Soit X une partie fermée dR. Soitg définie deX dansX, lipschitzienne de constanté (K < 1) (ie
g est contractante).

Alors, il existe un unique point fixe de g sur X et toute suite vérifiant, ., = g(x,) etxy € X
converge vers.

Ce résultat, appliqué au cas particuliergdééfinie par (1.2.1) donne un premier résultat de convergen
de la méthode de Newton.

COROLLAIRE 1.2.4

Soitg deR dansR de class&’* possédant un point fixe.

Si|¢'(z)|] < 1 alorsz est limite de toute suite définie par récurrenceparn = g(x,) pourvu quer
soit suffisamment proche de

Silg'(z)| > 1 alorsx est limite d’aucune suite définie par récurrenceapar = g(x,,).

COROLLAIRE 1.2.5

Soit f deR dansR de class&” possédant un zéra

Si f'(z) # 0 alorsz est limite de toute suite définie par récurrence par (J.Bdurvu quex, Soit
suffisamment proche de

Ces résultats de convergence suppose de partir d’'un praané&eproche du résultat, en pratique, cela est
limitatif. Pour une fonctiory convexe, on a des résultats de convergence moins rdstrectonvergence
de la méthode de Newton est donc soumise a des hypotlestestives, c’'est le défaut de cette méthode,
en revanche sa vitesse de convergence (si convergenceskyaagon intérét.
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3 Ordre de convergence

On s'intéresse a la vitesse de convergence des méthdd®&rs la notion d’ordre. Les méthodes d’ordre
élevé converge plus vite, au sens ou moins d'itératimsa méthode sont nécessaires pour obtenir la
solution pour une précision donnée.

DEFINITION 1.3.1
Soit(z,), une suite de réels ete R tel quex,, # x pur toutn etlim, o z, = z.
On appelle ordre de convergence de la suitg,,, le plus petit réet > 1 (s'il existe) tel que

lim Lfﬁil;:fﬂ

n—oo |z, — 1z

= c avecc # 0 et fini.

REMARQUE 1.3.1 L'ordre 1 est obtenu par exemple pour les suitésgetriques de raisorik (|K| <

1).

DEFINITION 1.3.2
On dit que la suitéz,,),, converge plus vite vers que la suitdy, ), Si

m ———- =
=0 [y, — |

PrRopPosITION [.3.3
Si la suite(x,,),, convergent vers est d’ordrer, , si la suite(y,, ),, convergent vers est d’ordrer,, avec
r1 > 1o alors la suitdx,,),, converge plus vite quey,, ),

3.1 Dichotomie
ProprosITION I.3.4
La dichotomie est une méthode d’ordre

En effet, la suite des longueurs de l'intervalle de dichaotoest géométrique.

3.2 Newton

PrRoPOSITION I.3.5
La méthode de Newton est une méthode d’odael moins.

4 Exercices

Exercice 1.1.0n cherche a évalugra a I'aide d’algorithmes autorisant toutes les opératiggsmentaires.
Soient(x,, )., et (yn)» deux suites définies par récurrence :

2ax,

Yn 2
i = 7" (3a —42).
x% +a Yn+1 2a( yn)

Tn+l =

1. Montrer la convergence des suites,),, et (y,)» pourz, etyy bien choisis.
2. Déterminer I'ordre de convergence de ces suites.
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3. Choisissez etyy poura = 3.

Exercice 1.2. Soit f une fonction de class@’ sur|a, b] avecf(a)f(b) < 0. On suppose de plus qyé
et f” ne s’annulent pas siu, b].
1. Montrer quef est strictement monotone.
2. Montrer que il existe un uniqueélément déa, b[ tel quef(s) = 0.
3. Montrer que le graphe déest du méme coté par rapport toute tangente a la courlje, $1
4. Sizg € [a,b] verifie f(xo) f"(zo) > 0, montrer que la suitéz,,),, définie parz,+1 = g(z,) =
Ty — f,(”;’;) est convergente vers Quel est le nom de l'algorithme associé a cette suite ? Ca-
ractériser f’ensemble des vérifiant I'nypothese.

Exercice 1.3. Soit f(z) = 2> — 22 — 1. On se propose de trouver les racines réelleg.de
1. Situer la ou les racines ¢fe Montrer qu’il y a une raciné comprise entra et2.
2. Soit les méthodes itératives suivantase [1, 2],

T =25 — 22+, — 1 (1.4.1)
oy = — (1.4.2)

n+l = 1‘% . A
T = (22 +1)3. (1.4.3)

(a) Examiner la convergence et la limite de ces méthodes.
(b) Préciser I'ordre des méthodes convergentes.

Exercice 1.4. On dispose d’'une calculatrice qui ne sait faire que desiadditdes soustractions et des
multiplications. On cherche a I'utiliser pour calculanbersel /a d'un réela > 0. Cela revient a calculer

un zéro de la fonctiorf : z — ! — a.
1. Ecrire la méthode de Newton pour cette fonction. Cetjetdhme peut-il étre implémenté sur la
calculatrice ?
2. Dans le caa = 5, calculer les termes; etxs pourxg = 0,1, g = 1 puiszy = 2.

Exercice 1.5. On définitf surR* parz — = —e—(1 + ).
1. Montrer qu'il existe un unique zéiale f. Localiser! entre deux entiers successifs.

2. La méthode suivante converge-t-elle viePs

zodonné @41 = g(an), olig(x) = e~ (1F%),
3. La méthode suivante converge-t-elle viePs

zodonng z,.1 = h(z,), oUh(z) = 222,
4. La méthode suivante converge-t-elle vigpPs

xodonné x,41 = k(x,), oUk(z) = —1 — In(z).
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5. Choisirzq et donner 'ordre de la premiere méthode.
6. Entre ces méthodes et celle de Newton, quelle est la filloaa ?

Exercice 1.6. On définit f surR* par f(z) = In(z) + 2% + 22 — 5.
1. Montrer qu'il existe un unique zéiale f. Localiserl entre deux entiers successif€ta + 1.
2. Montrer que la méthode suivante ne converge pas :

xo € [a,a+ 1], zpy1 =z, — f(zn).
3. On propose la méthode,
xo € [a,a+ 1], xpy1 =xp — af () = galxy).

Quelles sont les valeurs dequi assurent la convergence de la suite vaygel que soit le choix
dezg € [a,a + 1]. Quel est le choix optimal de.
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Chapitre 1l

Interpolation.

L'interpolation permet d’associer au graphe d’une fonttlont I'évaluation et/ou quelques dérivées sont
connues en un nombre donné de points, une fonction défirti@u point par une expression analytique.
L'interpolation polynomiale en est un exemple classiquetr®l'intérét visuel du graphe, on peut définir

les dérivées, les primitives d’'une telle fonction int@® ou simplement évaluer la fonction interpolée
en un point quelcongque.

1 Interpolation de Lagrange

C’est l'interpolation polynomiale la plus simple, elle ciste a interpoler un nuage de points appartenant
a un graphe.

1.1 Deéfinition

Soitn + 1 points deR? de coordonnéee;, f; = f(xi)), i =0---n, avecr; # x; Sii # j.

On cherche a interpolef par un polynome :

THEOREME 11.1.1
Il existe un unique polynéme de degré au plus tel que

Le polynémep s’appelle le polynéme de Lagrange (associé aux péints; = f(x;)),i =0---n). On
dira quep interpolef enx;,i =0---n.

Preuve : on noté le polyndbme défini par
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On remarque qug est de degré et que
li(zj) = bij.

On rappelle que I'espace vectorig), des polyndmes de degré au plusest de dimensiom + 1. La
famille (1;);=o..., €st une famille libre dé, : si,

Vx € R, Z a;li(z) =0,
i=0

alors, en choisissant = z; pour touti = 0- - - n, on ac;l;(z;) = a; = 0.
La famille (I;);—o..., constituée de: + 1 éléments est donc une base®g Ainsi, pour toutg € F,, ¢
n

se décompose de fagcon unique sur la H&ge-...,. Finalement, le poyndme = Z fil; est 'unique
=0

polyndme deP, tel quep(z;) = f; pouri =0---n.

1.2 Représentation polynomiale et cat de I'évaluation

On a vu qu’on pouvait représenter le polyndme de Lagrangepolant(z;, f; = f(z;)),7 = 0---n,

par la formule
I @-=)

j=0---n
" JF
(x)=)> fi . (I1.1.1)
e ; T @—=
j=0---n
J#

Pour toutz donné, on peut évaluer numériquemefit) par la formule (11.1.1). Cependant, si on est
amené a évaluer souvent cette quantité en differapitdgy cette expression va s’avérer peu juducieuse,
du fait du grand nombre d’opérations élémentaires vetagnt dans (I11.1.1).

On peut déja remarquer qu'il est inutile de reproduiredied des constantes

a; = H (l’l —l’j).

j=0---n
J#i

On calculera donc au préalable lespouri = 0- - - n. Le calcul

I @-=)

p(x) = Z fi - : (1.1.2)



2. Interpolation d’'Hermite 19

reste néanmoins encore bien coliteux avec un nombrerdtipés toujours e (n?).

On peut reécrire
1
11 (m_xj):m—xi I -,

j=0.-n i=0-mn

J#i

ainsi,

p@) =3 fim [ ta-a)). (1.1.3)

i=0 j=0--n

qui nécessite ufi(n) opérations et au calcul

)

n
. , 1
on est ainsi rameneé, pour+ z;, au calcul dez f;
=0 T
de J] (z—=;) quinecessite également Q(n2) opérations.
7=0--n

1.3 Estimation d’erreur d’interpolation

Soit une fonctionf donnée, et soip le polyndme de Lagrange interpolafitenz;, i = 0---n, o <
r1 < --- < xp. On cherche a quantifier I'eécart entfeet p en fonction dexr afin de mesurer I'erreur
d’interpolation.

THEOREME 11.1.2
On suppose que; € [a,b] pouri =0---n.
Si f estC™*1([a, b)), alors il existet € [min(z, xg), max(x,z,)] tel que

f(z) —p(x) = zlo_In %f”‘“’(é). (11.1.4)

REMARQUE 11.1.1 Siles points:; sont voisins, le produitH (x—mx;) estpetit poutr € [min(x;), max(x;)].

i=0--m
On pourrait alorsétre tené d’augmenter le nombre de points d'interpolation poéduire I'erreur, mais

-, - . . . (n .
I'erreur croit avec I'étalement des points d’interpolation et le fact r:i)(,ﬁ) peut crdtre (comme
décrdtre) selonf.

2 Interpolation d’'Hermite
On construit une interpolation polyndmiale a I'aide dénp®d’'un graphe et des dérivées en ces points.

2.1 Deéfinition

On se donne: + 1 triplets (z;, fi, /) € R3 pouri =0-- - n.
On cherche a construire un polyndmeel quep(x;) = f; etp/(z;) = f/ pouri =0---n.
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/ \

FiG. 1.1 — Interpolation de Lagrange de— sinx en0, 7/2 et .

THEOREME 11.2.1

Il existe un unique polynéme de degré au pludn + 1 tel quep(z;) = f; etp'(z;) = f/ pouri =0---n
Le polynémep s’appelle le polynébme d’Hermite (associé aux points f;, f!), i = 0---n). On dira
quep interpolef enz;,i =0---n si f(z;) = f; etf'(z;) = f/ pouri =0---n.

2.2 Estimation d’erreur d’interpolation

Comme pour l'interpolation de Lagrange, on quantifie I'arrentre une fonctiory’ réguliere et son
polyndme d'interpolation d’'Hermite :

THEOREME 11.2.2
On suppose que; € [a,b] pouri =0---n.
Si f estC?"*2([a, b]), alors il existet € [min(z,zo), maz(z, x,)] tel que

_ (z — xz‘)Q (2n+2)
Un exemple d’interpolation d’Hermite est donné sur la fegg@rl. On peut comparer le résultat avec
l'interpolation de Lagrange en figure 1.1.

REMARQUE 11.2.1 On peut construire des interpolations hybrides entre Lageet Hermite, en se
servant de points du graphe et dérigiées en quelgues-un de ces points. On ggatement construire
des interpolations en interpolant le graphe en quelquestsaet les érivéesa differents ordres en ces
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FiG. 2.1 — Interpolation d’Hermite de — sin x en0, 7/2 et.

points. En interpolant plusieursédivées en un point, on collera encore miguta courbe autour de ce
point.

3 Choix des points d’interpolation

Dans le cas de l'interpolation polynomiale de Lagrange dtednitte, on cherche une répartition des
points d’interpolation permettant de diminuer I'erreuinterpolation.
D'apres la formule d’erreur d'interpolation (11.1.4), aherche a minimisesupy, ;) [v| avecv(z) =

n

H(x — x;), par le choix deg; sur le segmenfia, b]. On remarque que pour l'interpolation d’Hermitte,

i=0

c’est le carré de la méme expression qu’on cherche a rigam

Quitte a translater et & dilater I'intervalle, on peufsaerte de généralité supposer fué] = [—1, 1].
Optimiser le choix des points revient a optimiser le chabpadlyndmev et

v € Fpy1 = {p € P,y tel quep(z) = 2" + ¢(x) avecq € P, }. (1.3.1)
On va cherchev € F,,,1, S'il existe, tel que

Vp € Fhy1, max v(z) < max p(z).

z€[—1,1] z€[—1,1]

On vérifiera que posséde: + 1 racines dan$—1, 1] et ainsi ces: + 1 racines seront les points d'inter-
polation optimaux.
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3.0.1 Polyrdme de Tchebycheff

DEFINITION 11.3.1
On appelle polynébme de Tchebycheff de degrée polynbme de degné T,

T,: [-1,1] — R
In/2]
r — cos(nArccosz) = Z (=1)FCkan=2k(1 — 22)k,
k=0
PROPOSITION 11.3.2
Les polynémes de Tchebycheff sont définis pare récuerenc

Thi1(z) = 22T, (z) — Tho1 (),
To(l‘) = 1, Tl(l‘) =xT.

PRoOPOSITION 11.3.3

Les zéros du polynbme de TchebycHhEffsont définis par

2k —1
2n

ap, = cos( ), k=1---n.

3.0.2 Choix optimal

THEOREME 11.3.4
Le plus petit polynéme dg;, défini par (11.3.1), au sens de la normbe&®([-1, 1)) estT,, = W%Tn :

1 —
YveF, ——= max |T,(z)< max |v(z)|

=l e-1,1) T ze[-1,1]
PROPOSITION 11.3.5
On note(ay,)x—1..., les zéros du polynébme de TchebycHEffet on appelle le polynéme d’interpolation
de Lagrange d’une fonctiofi réguliére aux pointéay)x—1...,, 0N a l'estimation d’erreur :

max |f(z)—p(z)] < L1 max : | (). (1.3.2)

z€[—1,1] nl 2n-1 z€[-1,1
REMARQUE 11.3.1 Mé&me avec une repartition optimale des points, il n'est pastfoent ingéressant
d'augmenter le nombre de points d'interpolation, en efeetriembre de droite de (11.3.2) n&ctdt
pas forément avea. De plus se pose la question de propagation des erreurs damalliation d’'un
polyrbme d’interpolation dont les coefficients des iBimes peuvent devenir grand quaméugmente.
En pratique, on ne &passera pas = 10. On preferera interpoler une fonction en un grand nombre de
points par paquets de points (. < 10).

4 Autres Interpolations

Dans cette section, on étend les techniques d'interpolatides interpolations non nécessairement po-
lynbmiales, on optimise le choix des points d'interpalatiet on introduit les splines qui surpassent
largement l'interpolation polynomiale a trop grand nombe points.
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4.1 Interpolation sur un espace vectoriel

On a jusqu’ici construit des polyndmes interpolant unecfimm f. On a donc construit une interpolation
sur un espace vectoriéh, (les polyndmes de degré inferieur ou égal)aOn se donne désormais un
espace vectoriel quelconque de dimensiom et on note(ey, - -- ,e,) une base dé’. On prendrat

un sous-espace vectoriel 8(R, R). Ainsi, e; est une fonction continue réelle de la variable réelle. On
peut par exemple construire une base de fonctions trigetraqaés.

On se donne: couples(x;, f;), i = 1---n, avecx; # x; sii # j. On cherchef, une fonction de¥ tel

que f(x;) = f; pouri = 1---n. On noteA la matrice de#, ,(R) définie par

er(x1) - ep(x)
P (11.4.1)

en(x1) - en(xn)

PROPOSITION 11.4.1

Si det(A) # 0, alors il existe une unique fonction de qui interpole les point§z;, f;), i = 1---n.
Si det(A) = 0, les points d’interpolation sont mal choisi et on a I'altative : soit il existe une infinité
de fonctions de qui interpole les point$z;, f;), i = 1---n, soit il n’existe aucune fonction de
interpolant les pointéz;, f;),i =1---n.

REMARQUE 11.4.1 Le choix de I'espacé’ a travers le choix des fonctions de base n’est pas anodin,
selon les fonctiona interpoler, il convient de choisir des fonctions de basaepdeks. De plus, le choix
des points d’interpolation est important, il permet d’assulet(A) # 0 mais aussi deé&duire I'erreur
d’interpolation.

REMARQUE 11.4.2 L'interpolation présenge ici est de type Lagrange, on p@&agalemengtendre les
techniques d’interpolation de type Hermite sur un espactoviel quelconque de fonctions, de dimen-
sion adapée (dimensior2n pour n points d'interpolationsx;, fi, f1)).

Preuve : On cherchef € E sous la forme

n
f= Zujej, avecu; € R.

j=1
Ainsi,
n
f(l’l) = Z ujej(:vi), pouri=1---n.
j=1
Déterminerf revient a déterminer le vecteure R", v = (ug,--- ,u,)?!, tel que
f(z1) er(z1) - en(m) Uy
= oo | = Au
f(zn) en(z1) o0 enlwn) Up,

Le vecteuru est défini de fagon unique si et seulement si(dgt+ 0.
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4.2 Les splines

L'idée est de raccorder des interpolations polynomiakesiegré faibleZ < n < 5) en imposant une
régularité au niveau des raccords des polyndmes.
On dispose den points,z; < x2 < --- < x,,, On cherche une interpolation gieen ces points et on
dispose seulement de I'évaluation flen ces points.

Exemplel : On définit les splines affines de la fagcon suivante : spia fonction affine définie sur
[l'i,l'i-i-l] par Sz(l’l) = f(wz) et Si($i+1) = f(l’i+1). Ainsi, Sz(x) = f(l’l) + xi:ilxlf(xl"'l)’ pour
it=1---m-—1.

Les splines ainsi construites sont continues[surz,,|, mais elles n'ont aucune raison d’étre dérivables
enz;, pouri =2---m — 1.

Exemple2 : On définit les splines paraboliques de la fagon suivantat:ss la parabole définie sur
[Ti,zip1] pars;(z;) = f(z;), si(xiz1) = f(zig1) etsi(z;) = s;_;(z;). On vérifie (exercice) que la
paraboles; est bien définie des lors que_; est connue.

Reste a définir la spling, afin d'initier la récurrence de définition des splines. @oisira par exemple
st (1) = fz2)—f(a1)

To—T1

Les splines ainsi construites safit sur [z, z,,].

Exemple3 : On définit les splines cubiques de la fagon suivante :ssdét cubique définie sut;, ;1]
pars;(z;) = f(z;), si(xix1) = f(@it1), si(x;) = sb_y(z;) ets! (x;) = s!'_{(x;). On vérifie (exercice)
gue la cubiques; est bien définie dés lors que_; est connue.

Reste a définir la spling, afin d'initier la récurrence de définition des splines. @oisira par exemple
3/1(.%'1) = 7f($§3:£5m1) ets’ll(acl) = 0.

Les splines ainsi construites samit sur [z, z,,].

Les splines cubiques interpolent la courbe rouge sur ladigut, aux points indiqués par des ronds. On
notera la précision accrue en augmentant le nombre desginterpolation. Pour un nombre de points
impaire, on a la chance d’avoir un point d’'interpolation capte le maximum de la fonction, la précision
de l'interpolation est alors, par chance, améliorée.

5 Exercices

Exercice 1.7. Soit f la fonction définie suR par f(x) = T2
T

1. Construire le polyndme d’interpolatiafy de Lagrange sur les poinfis 1, 2 et4.
CalculerPs(3) que I'on comparera §(3).

Evaluerf” et estimer I'erreur commise entfeet P; sur|0, 4].

Construire le polyndme d’interpolatiaf, de Lagrange sur les poiniis 1, 3 et5.
CalculerPy(4) que I'on comparera &(4).

Evaluerf®) et estimer I'erreur commise entyeet P, sur|0, 5].

N o g s~ DN

Construire le polyndme d’interpolatiadp; de Hermite sur les pointset5.
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interpolation par spline

interpolation spline
fonction exacte

interpolation spline
fonction exacte

interpolation par spline interpolation par spline

0.9+ 09+
0.8 0.8
0.7 074

0.6 06

0.4 0.4~
03 0.3
0.2 024

0.1+ 014
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interpolation spline

fonction exacte

interpolation spline
fonction exacte

FiG. 4.1 — Splines cubiques a 10, 14, 15 et 20 points.

8. CalculerQs(4) que I'on comparera #(4). Commentez par rapport a la question 5.
9. Estimer I'erreur commise entyeet Qs sur|0, 5].

Exercice 1.8. Soith = I"T“ le pas desV subdivisions de l'intervalléa, b]. Pouri entier,0 < i < N,
on définitz; = a +ih etpourd0 < ¢ < N — 1, on posmH% =a+ih+ % On connaitf évalué en
x; ¢ f(x;) = b; pour0 < ¢ < N — 1. Sur chaque intervalle:;, x; 1], pour approchey, on cherche un
polyndmes; de degré le plus bas possible tel que

Si(l’i+%):bi, OS’L'gN—l,

Si_l(l'i) = Si(ZL'Z'), 0 § ) S N —1.
1. Quel est le degré de chaque polynéspe
2. Déterminer les relations liant les coefficients des pdigess;.

3. Calculer ces polyndmes dans le cassgin) = 0.
4. Ecrire ces polyndmes sur l'intervalle, 1] lorsqueb; = i + %

Exercice 1.9. Soit E I'espace vectoriel des fonctions @kedansR engendré par les fonctions et e,
e1(z) = sin(x) etey(z) = sin(2x).
1. Quelle est la dimension dg.
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2. Interpoler sur I'espac#, aux pointsr /4 et /3, une fonctionf quelconque.
3. Interpoler sur I'espacg, aux pointsr/3 et /2, une fonctionf quelconque.
4. Interpoler sur I'espacg&, aux point9) etr/3, une fonctionf quelconque. Que se passe-t-il ?

Exercice 1.10. Soit f une fonction passant par les poitits1, 1), (—1/2,9/16), (0,1), (1/2,31/16),

(1,1).

1. Déterminer le polyndme d'interpolation de LagranBequi passe par les points précités. Calculer
P(2), P(—2).

2. Déterminer la droite d'interpolatior), qui passe au plus prés des points précités au sens des
moindres carrés. Calculé}(2), Q(—2).
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Chapitre Il

Int égration numerique.

A l'aide d’outils mathématiques tels que l'intégratioarppartie et les changements de variable, on arrive
parfois a se ramener au calcul d'intégrale de fonctiont donconnait une primitive. On peut dans ce
cas faire du calcul exacte d'intégrale. Des outils de d¢dtmumel permettent également de déterminer
une primitive lorsque celle-ci possede une expressiofytmae. Ce n’est pas toujours le cas. Il peut
également arriver que la fonction que I'on cherche agrdé ne soit pas définie par une expression
analytique. On a alors recours au calcul approché d'iategOn se limitera au calcul intégral skirLe
calcul approché d'intégrale est largement inspiré dmlastruction de l'intégrale de Riemann.

1 Formule de quadrature

Soit[a,b] C R et f une fonction der®([a, b]; R).
L'objectif est de calculer

b
I = / f(z)dz.
On note{zg, x1,- - , 2z, } une subdivision déu,b] :a =z < 21 < -+ < x,, = b.

DEFINITION 111.1.1
On appelle formule de quadrature.& 1 points, I'expression

k=0

destinée a approchér

Exemple : approchonBpar une formule dite des rectangles a droites :

n

I, = Z(Uﬂk —xp—1) f(x),

k=1

Cette formule correspond a I'intégration exacte d'ungcfmn g,, constante par marceaux définie par

Vk € [L,n]n, Vo € [zp_1, 2],  gn(2) = f(zp).
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On montre alors que
b b
L= [ )iz — 1= [ fo)ia

Ainsi, Aj = 0etA} = x,—x5,—1 pourl < k < n définissent les coefficients de la formule de quadrature
pour la méthode des rectangles a droite.

L'objectif visé dans les prochaines sections est d'atalels propriétés de convergence de la formule de
guadrature vers$ lorsquen tend vers l'infini et également de quantifier I'erreur coraenén fonction de

n. Le but est ainsi d’obtenir une grande précision dans faxgmation del pour un indicen le plus
faible possible.

2 Approximation polynomiale

On a vu au chapitre précédent qu’on pouvait approcher amgtibn par un polyndme. On sait aisement
calculer la primitive d'un polyndme. L'idée consiste @ proposer des formules de quadrature basées
sur l'intégration d’interpolations polyndmiales.

2.1 Interpolation P,

On se limitera ici a I'interpolation de Lagrange. On se dohn+- 1 pointséy < & < -+ < &, on note
pi. le polyndme de Lagrange interpolant les poifgts f(€;))o<;<x- On commet alors I'approximation :

&k &k k
[ sy~ /5 m(x)dx:jz:;A?f(@).

Comme on I'a vu au chapitre précédent, il n’est pas raiablende choisik > 10. On peut néanmoins
choisir une formule de quadrature a grand nombre de pomgg@ipant les points par paquetide- 1
points. On notg g, =1, - - , 2, } une subdivision déu,b] : a = o < x; < - -+ < x, = b. On interpole
alors la fonctionf sur[z;_1, z;| parpi le polyndme de Lagrange deaux points(z;—1 + &, f(zj—1 +
&))o<i<k avecO < & < & < -+ < & < xj — z;—1. On obtient alors une formule de quadrature du
type

b n k
I= / f@)de ~ I, =Y > " Aff(zj1 +&). (11.2.1)

j=11=0

Exemple : Formule des trapezes.
Ecrivons la formule de quadrature basée sur une appraxima} sur tout segmeritz; 1, ;. On ob-
tient :

n
T1 — Zo

n—1 e
Iy =Y (@=ai-0) (Flajo1)+£(2;))/2 = S fla)+ =L f o)+ Y ZHH L f(ay).
j=1 J=1

2.2 Newton-Cotes

Les formules de quadrature de Newton-Cotes sont obtenuelinpagration d’interpolations de La-
grange a l'aide de points equirépartis. Soiffit &1, - - - , &k} tels ques; = o + i(§x — &o)/(k + 1), on
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appellep, le polyndme de Lagrange interpolahen(&;);—o...k, la formule de quadrature est obtenue par

&k k
/ pr(@)de = 57 ABf(E)).
o =0

On noteh = (& — &o)/(k + 1) la distance entre deux points consécutifs de la subdivigiae I'on
appelle le pas de subdivision. Ce pas est ici uniforme.
Avec trois points, on a la formule dite de Simpson :

/ ® pa@)de = 2h(E F(60) + 250 + L 1)
6 D2 = 6 0 3 1 6 2)).

Avec quatre points, on a la formule de Newton-Cotes suivante

¥ pa@)de = Sh(: Fle0) + 2 (e + 21 + L (e,
: 8 8 8 8

0

Avec cing points, on a la formule de Newton-Cotes suivante :

4
L piey = ah(GG £60) + G € + g £ (€0 + G5 F6) g S )

REMARQUE |11.2.1 Afin de Eduire les calculs inutiles, il convient d’exploiter :

- I'invariance par translation de I'inkgrale (pour se ramenex 'origine),

- le changement de variable= (z — £y)/h (pour se ramener aux points d’interpolation1,... k),

- la symétrie dans les coefficients de la formule de quadratuesifitant de la sy#&trie des points d’in-
terpolation par rapport au point milieu de l'intervalle diteégration).

3 Erreur d’approximation et convergence

3.1 Erreur locale

DEFINITION 111.3.1
Soient{&y, &1, - -+, &} une subdivision, eﬂf les coefficients d’une formule de quadrature en ces points.
On appelle erreur locale d’intégration pour une fonctfora quantité

&k k

E(f)= [ fle)dz =Y Af(&).
S0 1=0

Si la formule de quadrature est basée sur une interpol&ijat en notanp;, le polyndme de Lagrange

interpolant la fonctionf en (¢;);—o...x, I'erreur locale d’intégration devient

&k
E(f) = A f(z) — pr(z)dz.
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THEOREME 111.3.2
Soit f une fonctions*+1[a,b]. L'erreur locale d'intégration pour une interpolatidfy est au plus un
O( hk—t—l)'

Il existe un résultat plus fin pour une subdivision equientie :

THEOREME 111.3.3
Soit f une fonctioris*+2[a, b]. L'erreur locale d’intégration pour la méthode de New@ates & + 1
points (interpolationP,) est au plus u®(h**2) sik est paire.

3.2 Stabilite

Par une interpolatio®, I'erreur locale est décroissante ave(pourh << 1). Cela suggére de choisir
k grand. La suite va montrer que ce choix n'est pas forcéngintigux.

DEFINITION 111.3.4
Une formule de quadratuiig, est dite stable s'il existe une constanteindépendante de tel que

n
Yo AR < M,
k=0
avec
n
I, =) Ay
k=0

Cette notion de stabilité assure que si les calculs de tauler de quadrature sont entachés d’erreur, le
cumul des erreurs sera contrdlé lorsquieend vers l'infini.

PRrRoPosITION I111.3.5
Les formules de Newton-Cotes sont instables pour une iolfpn P,, lorsquen tend vers l'infini.

PRrRoPoSITION I11.3.6
Les formules de quadrature basées sur une juxtapositioteqiolationP,, (k fixé) (111.2.1) sont stables.

3.3 Convergence

DEFINITION 111.3.7
Soit f une fonction définie su,b). Soit{xy, 1, - ,x,} une subdivision déu,b] respectant la pro-
priété de répatrtition quasi-uniforme, ie, il exigte> 0 tel que

b—a

a=xg<x1 < - <xp=0b, YO<i<n, |rig1—x;] <C

Soient(A*),. les coefficients d’une formule de quadrature en ces poi@$otmule de quadraturb, =
> r_o AR f(xx) est convergente lorsquetend vers ['infini si

b
lim I, =1 :/ f(z)dz.
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REMARQUE [11.3.1 Cette notion de convergence estdhique, elle ne tient pas compte des erreurs lors
du calcul del,,. Pour s’assurer de la validit d’'une néthode, on s’assurera de la convergeratale la
stabilité de la néthode.

THEOREME 111.3.8

Soit f une fonctiorts**[a, b]. Soit{xg,x1, - - ,z,} une subdivision d&.,b] respectant la propriété de
répartition quasi-uniforme. Alors, les formules de quadre basées sur une juxtaposition d’interpolation
P (I <k, k fixé) (111.2.1) sont convergentes.

4 Formule de Gauss

Soit{zg, x1,- -+ ,x,} une subdivision déz, b]. On considére une formule de quadrature & 1 points
qui s’écrit

> AR f (). (111.4.1)
k=0

L'objectif est de choisir les points de la subdivision aiqge les coefficients de la formule de quadrature
afin que I'erreur soit la plus petite possible pour aprocher

/a ' Ha)de.

On dispose ainsi d2n + 2 degrés de libertés (les+ 1 coefficientsA} et lesn + 1 pointsz;). On va
faire en sorte que la formule de quadrature soit exacte saspace vectoriel de fonctions de dimension
2n 4+ 2. On choisit I'espace vectorigty, 1 1.

PRoOPOSITION 111.4.1

La formule de quadrature (111.4.1) est exacte sur I'espaagoriel P,,, 1 Si et seulement si
— la formule de quadrature (111.4.1) est exacte sur 'espacroriel P,

-VqgeN, g<n,

b
/ zl(z)dr =0, v(z)= H(m — ;).

PROPOSITION 111.4.2
Il existe une unique subdivision de.b], {x,z1,--- ,z,}, telle que siv(xz) = [[;—,(x — x;), alors,
\v/ q 6 N7 q S nl

b
/ zv(z)dx = 0.
THEOREME I11.4.3

Pour la subdivision obtenue a la proposition précéddete coefficients de la formule de quadrature
(111.4.1) s’écrivent
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De plus, la formule de quadrature est stable.

5 Meéthode de Romberg

\Voir TD.
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Chapitre IV

Equations differentielles ordinaires et
approximation numerique.

1 EDO et mocklisation

On s'intéresse aux équations differentielles ordmdEDO) du premier ordre. Ce sont des équations
dont I'inconnue est une fonction (d’une variable réelieateurs dansk™) dont la dérivée s’exprime en
fonction d’elle méme : Soit — «(¢) une solution de

u'(t) = f(t,ult)).

Ces problemes n’ont pas toujours de solutions, ou lesisnBiexistent éventuellement que sur des
intervalles courts €lty, ¢t1[. L'étude fine de I'existence reléve du programme de L3HMEtne sera que
brievement abordée ici.

Les équations issues de la Physique, mécanique, chinsiécrivent souvent sous forme d’équations
differentielles. En effet, on est souvent en mesure deatiet’ I'accroissement d’'une quantité inconnue
en fonction d’elle méme. Cela concerne souvent des prdséou la variable de I'inconnue est le temps,
c’est pourquoi on choisira d’appeléfa variable de la fonction inconnue.

Exemplel :la mécanique du point. On décrit la vitesse (vecteuRded’une particule par la dérivée de
sa position (vecteur d&3) :
v(t) = 2/ ().

La vitesse répond a la loi fondamentale de la dynamiquevidls :
V() = f,

ou f est la force par unité de masse agissant sur le point. Parpdegef est une force de frottement
proportionnelle a la vitesse du point :
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Autre exemple, la force dépend de la positigron est ramené au systeme d’'EDO :

2(t) = o(t),
() = F(a(b)).

Exemple2 :la Chimie. Les réactions chimiques sont décrites par d¥3.EOn quantifie 'accroissement
d’'une concentration chimique en lisant la réaction chimigt I'échelle de temps associé a la réaction
(k;). Soit une réaction chimique affectant les espéces chiesA, B C etD :

A+B—hC
C+D—"™ A

On en déduit le systeme décrivant I'accroissement dérelintes concentrations chimiquesb, c etd
des especed, B, C et D en construit le systeme ainsi :

a'(t) = —k1a(t)b(t) + koc(t)d(t),

Pour plus de détail et en particulier pour intégrer laowfti’'ordre de réaction chimique, se référer a [1].
Les deux réactions chimiques sont supposées d'ordre 1 ici

Exemple3 : Dynamique des populations. On s’intéresse a I'évolutitune ou plusieurs densité de
populations.
Un modele a croissance Maltusienne est décrit par lisseonent d’'une population qui est proportionelle
a sa population (aucun facteur ne limite la reproductiom, augmente la mortalité, qui sont uniformes
dans le temps) :

P'(t) =nP(t).
La population est alors a croissance exponentielle owodEance exponentielle selon le signerde
correspondant au fait que la natalité 'emporte ou nonaundrtalité.
Un modele prédateur-proie couple I'évolution de deupyations :

L'(t) = nyL(t) — ¢, L(t) R(1),
R'(t) = —m,R(t) + ¢, L(t)R(t).

Pour un modele a une espece, un terme logistique expriraéacpopulation est un prédateur pour elle-
méme.

P'(t) = nP(t) — cP(t) = nP(t)(1 — %P(t)). (IV.1.1)

Le facteurn/c s’appelle la capacité d’accueil du milieu. La populatien&gule vers la capacité d’accueil
du milieu, comme le montre la solution sur la figure 1 ou laacdtg d’accueil est de0.

La donnée de 'EDO ne suffit pas a définir une solution uajapn précise alors une donnée initiale : la
connaissance de la solution a un instant donné. LEDO edamnée initiale définissent un probleme de
Cauchy.
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FiG. 1.1 — Solutions de (IV.1.1), graphe dieen fonction de.

2 Problemes de Cauchy

DEFINITION 1V.2.1
On appelle probléme de Cauchy du premier orde, la donnéeed=DO du premier ordre associé a une
condition initiale (ou donnée initiale) :

u'(t) = f(t, u(t)), (IV.2.1)
u(to) = uo,

ou la fonction inconnue vérifieu(t) € R™.
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2.1 Existence de solutions

THEOREME 1V.2.2
(Cauchy-Lipschitz.) On suppose qtieest continue dé x R™ dansR"™ avecl un intervalle contenant
to. On suppose de plus qufeest localement Lischitzienne par rapport au deuxiémenaeg, ie

Vtel, VB CR" 3C eRetn >0 tels que
Vs e Im[t_777t+n]7 V(u,v) S B27 ‘f(S,’U/) —f(S,’U)’ SC‘U_U’

(.| désigne la norme d&".) Alors, il existe(t1,ts) € I?,t1 < to, ta > to, €t une unique solution de
(v.2.1) défini SUI’[tl, tg] nOté([tl, tg], u)

On attache a la notion de solution, l'intervalle sur lequeldéfinit une solution. On cherche en général
a définir la solution sur le plus grand intervalle possible

DEFINITION 1V.2.3

Soit (I1,u1) et(I2,uz) deux solutions de (IV.2.1) tels que C Iz, on au; = ug;, par unicité de la
solution.

On dit que(I2, uz) prolonge(Iy, uy).

REMARQUE IV.2.1 Le theoreme IV.2.2 prouve I'existence d’'une solution dite local@rSsait prolon-
ger la solution surl tout entier, on parlera de solution globale siir Si la solution est prolorige sur
|t1,t2[C I de sorte que la solution ne puisse pkise prolonge lim,_ u(t) ¢ R"outy = inf I, et
lim, - u(t) ¢ R™ oute = sup I, la solution (¢, t2[, u) est dite maximale. Ainsi, sous les hypstés

du theoreme 1V.2.2 de Cauchy-Lipschitz, il existe une unique solutiaximalgl, u).

REMARQUE 1V.2.2 Si f estC!(I x R™) alors f est continue et localement Lipschitz, elégifie donc
les hypotkses du teoreme 1V.2.2.

Exemplel : le probleme suivant ne posséde pas de solutions glohal@sautre que) :

o/ (t) = u?(t), (IV.2.2)
u(ty) = up € R.

On peut appliquer le théoréme IV.2.2 en vérifiant le c@naclocalement Lipschitz de — 2. Il existe
donc une unique solution locale a (IV.2.2). On peut vérifige cette solution s’écrit, siy # 0 :

Siug > 0 la solution maximale esi — oo, = [, u).

» ug
Siug < 0 la solution maximale egj -, +ool, u).
Les solutions sont représentées sur le graphe 2.1.
Exemple2 : on propose le probléme de Cauchy suivant ou l'inconnuerestfonction déR? dansR? :

o' (t) = —v(t) — 0,05u(t) + cos(2u(t)),

V' (t) = u(t) — 0,050(t) + sin(2v(t)), (IV.2.3)
u(to) = up € R,

v(to) = vy € R.
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FiG. 2.1 — Solutions de (IV.2.2), graphe deen fonction de.

On peut appliquer le theoréme IV.2.2 en vérifiant la tagte ' de I'application deR? dansR? définie

par
x —y — 0,05z + cos(2x)
. ‘ )
Yy x — 0,05y + sin(2y)
Il existe donc une unique solution locale a (1V.2.3). Onpawérifier par la suite que la solution globale

existe.
On choisit de représenter graphiqguement les solutiony/steérae2 x 2 dans le plan de phas& en

portantu en abscisse at en ordonnée et en représentant la solution paramété&e gempst, voir
figure 2.2.

Exemple3 : Voici un exemple de non unicité de la solution lorsque l'bymese Lipschitz n'est pas
réalisée pour :

u'(t) = Ju(t), (IV.2.4)
u(to) =0€R.

On note que la fonction racine carré n'est pas Lipschitzasivage dé) (tangente verticale en zéro sur
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FIG. 2.2 — Solutions de (IV.2.3) dans le plan de phase,[0, 10].

le graphe de la fonction racine carré). On remarquelges solution pour tout temps, mais n’est pas la
seule solution. En effet(t) = (1/2t)? est aussi solution si&*.

2.2 Propriéetées qualitatives

Pour montrer qu’une solution est globale, on montre quell#isa est bornée sur tout intervalle borné
inclus dansI. Pour cela, on peut utiliser des propriétés de comparaigosolution ou le lemme de
Gronwall.

PRrRoPOSITION IV.2.4
Soienta etb deux fonctions rélles continues s, t*| etu dérivable sufty, t*[ tel que

Vt € [to, t*[, u/(t) < a(t)u(t) + b(t).

Alors,

t t

a(7)dr) + / exp( / " a(r)dr)b(s)ds.

to

Vt € [to, t*], u(t) <ulto) + eXp(/

to

PROPOSITION 1V.2.5
(lemme de Gronwall.) Si est une fonctio©! (R, R), sib etu sont deux fonctiong®(R, R) telles que

t

u(t) < up + / a(s)u(s)ds+ [ b(s)ds,

to to
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u(t) < g exp ( /tt a(s)d8> + /: exp ( / t a(7’)d7’b(s)ds> .

REMARQUE 1V.2.3 Ces deux propostions ne s'applique pas que pour des EDOatimeeu(t) € R.
On peut les appliquer aux sgshe d’EDO d'inconnué’/(¢t) € R™ en travaillant sur une iagalit \erifiee
par u(t) = ||U(t)||%. ol tout autre norme ou quanéitscalaire qui est une fonction d&(t).

alors,

Exemple : Soit le systeme d’EDO défini par

u'(t) = —ut)v(t),
(1) = uP(t), (IV.2.5)
u(to) =ug € R, U(to) =y € R.

Le théoreme IV.2.2 assure I'existence d’une unique goilbcale. On montre maintenant que la solution
est globale suf = R. En effet la solution est bornée pour tout temps :

(u?(t) + v2(t))" = 2u(t)u (t) 4+ 20(t)v' (t) = —2u?(t)v(t) + 2u®(t)v(t) = 0.

Sur le graphe 2.3, on voit en effet que le graphe de la sold#ms le plan de phase est inclus dans un
cercle centré al'origine. La solution converge asynigt@ment vers le poin), \/u2 + v3).
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FIG. 2.3 — Solutions de (IV.2.5) dans le plan de phase.
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Exemple : Le systeme d’EDO suivant, défini par
u'(t) = —v(t),
V' (t) = u(t), (IV.2.6)
u(to) =up € R, v(tg) =vg € R,
réalise la méme propriété de conservation. En effet,
(u?(t) + 02 (1)) = 2u(t)u/ (t) + 20(t)' (t) = —2u(t)v(t) + 2u(t)v(t) = 0.

Sur le graphe 2.4, on voit en effet que le graphe de la solut#ns le plan de phase décrit un cercle
centrée en l'origine.
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FIG. 2.4 — Solutions de (IV.2.6) dans le plan de phase.

PROPOSITION IV.2.6
(Positivité.) On suppose qu’un systéeme d’EDO peut s§'é@ous la forme,

W' (t) = u(t)g(t, u(t), v(t)),
V' (t) = h(t,u(t),v(t)), (IV.2.7)
u(to) =ug € R, U(to) =1 € Rn,

avecy eth continues et localement lipschitz par rapport a l'argunfenu).
Alors, il existe une unique solution maximalg (u,v)) telle que

Vtel, wu(t)up>0Siug+#0.
Vtel, wu(t)=0siuy=0.
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Exemple : Le systeme d’EDO suivant, I'oregonateur, décrit un medémplifié de réaction chimique.

u'(t) =,
V() =, (IV.2.8)
u(to) =ug € R, U(to) =1y € R,

ou.... Les concentrations intiales sont positives. D8agda proposition 1V.2.6, on peut montrer que les
concentrations restent positives au cours du temps. Lédgrdgs solutions de (1V.2.8) est donnée sur la
figure 2.5. On renvoie a [2] pour plus de détails.
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FIG. 2.5 — Solutions de (IV.2.8) dans le plan de phase.

Exemple : Le systeme d’EDO suivant, le systeme de Lorentz, esesgmté par le graphe 2.6. [l meten
évidence le caractere chaotique (sensibilité aux gaations) des trajectoires qu’un systéme non-linéaire
d’EDO deR3 peut générer.

x/(t) = 10(y - x)?
y'(t) =28z —y — x2, (IV.2.9)
2 (t) = —§z +xy

3 9
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FiG. 2.6 — Solution de (1V.2.9) dans le plan de phase; ¢ < 60.

3 Dicrétisation des EDO

Les solutions des systemes rencontrés precedemmeségent rarement des solutions explicites. On
propose alors une méthode approchée pour représestspligtions comme on peut les voir sur les
differentes figures présentées ci-dessus.

3.1 Introduction d’'un schéma
3.1.1 Approximation de la cérivée

Soitu une fonction dérivable d& dansR”. Par définition de la dérivée, on a

ot A) —u(t)
o= a

Pour construire des solutions approchées des EDO, on yaaeen la dérivée de u par la quantite

u(t + At) —u(t)
At ’

pour At > 0 fixé & une "petite” valeur. On appellerat le pas de temps et on cherchera la fonction
inconnueu a travers une suite discréte de valeurs approclig@sit));. On va définir une telle suite
par récurrence a l'aide d’'une approximation de 'EDO.

On appelera discrétisation de 'EDO cette méthode qusista a transformer un probleme continue
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('inconnue est une fonction de la variable réelle) en wbpme discret ('inconnue est une suite appro-
chant la solution en un ensemble discret de padirs). L'équation discrete remplacant 'EDO s’'appelle
le schéma numeérique.

3.1.2 Sclema d’Euler explicite

Le schéma d’Euler est le schéma numérique le plus simplanstruire. On approche I'équation définie
pourt € R,

par le schéma

= f(tn, un), (IV.3.1)

out, = nAt etu,, est censé approcheft,,).
Ce schéma est explicite au sens ou la stitg),, est définie explicitement par la formule de récurrence,

Upt1 = Up + ALf(tn, Un).

3.1.3 Sclkema d’Euler implicite

Le schéma d’'Euler implicite est construit selon le mémagipe mais avec la fonctiorf évaluée au
tempst,, .1 :

VneN, ot = flta, ), (IV.3.2)

Le schéma est ici implicite car, pouf, connu, on doit trouvet,, . ; comme solution de (IV.3.2). C'est
un probleme qui revient a rechercher le zéro d'une foamctiomme étudié au premier chapitre.

3.2 Convergence d’'un scema

L'objectif est de montrer que lorsque le pas de temps terslzé&mo, la solution approchée construite par
le schema numérique converge vers la solution de 'EDO.
On s'intéresse aux schémas dits a un pas définis deda fagvante

VneN, upp1 = F(ty,un, At), (IV.3.3)
ug donné dan®".

Pour le schéma d’Euler explicité, s’exprime comme,

F(tn, un, At) = up + At f(tn, un).
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3.2.1 Convergence

DEFINITION 1V.3.1
Soit une fonction. solution d’'une EDO définie sy®, T'| au moins telle qua(0) = u.. Un schéma est
dit convergent si

2 Al JO fem = wlta)] =0
REMARQUE 1V.3.1 Dans cette éfinition de convergence, on s’assure que l'erreur sur lardenini-
tiale (erreur machine par exemple) se cdiér au cours des @rations du scema. Pour approcher le
tempsT > 0, le nombre d’ierations tend vers l'infini quand\¢ tend vers &ro. Ainsi la cfinition de
convergenceé&clame que le cumul des erreurs faiteshaque iration tend versé&o alors que le nombre
d'itérations tend vers l'infini.

3.2.2 Consistance

La consistance d'un schéma consiste a s’assurer quedtecommise sur une itération du schéma est
suffisamment faible.

DEFINITION 1V.3.2
Un schéma défini par (1V.3.3) est dit consistant avec latémi v Si

T/ At
li tna1) — Ftn, u(ty), At)] = 0.
Jim 37 ultasn) = Fltn,ultn), )| =0

n=0

REMARQUE 1V.3.2 Dans cette #finition, on aura remarquer qué'(¢,, u(t,), At)| corresponda la
prédiction de la solution au temps .1 par le sclema (IV.3.3)a partir de la solution exacte au temps
tn s u(ty).

Une condition suffisante de consistance est

T
Vn< Ar [u(tni1) — F(tn, u(ty,)] < Atg(At),

avecg une fonction continue telle qug0) = 0.
La consistance n'assure pas la convergence démsehcar la notion de consistance ne tient pas compte
du cumul des erreurs.

3.2.3 Stabilitt

La stabilité d’'un schéma assure que le cumul des erreansniges au cours des itérations par le schéma
est controlé.

DEFINITION 1V.3.3
Un schéma défini par (I1V.3.3) est dit stable s'il exi&t€" > 0 et M > 0 tel que pour touty € R™,
Vo € R",

VAt < At*, Y(en)n, en € R,
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la suite(u,,),, définie par (IV.3.3) et la suitev,,),, définie par

VneN, v,41 = F(ty,vn, At) + &p,
vy donné dan®",

vérifient
T n—1
Vn< L, |Un—Un|§M(|UO_UO|+I;)|5k|'

THEOREME 1V.3.4
Si le schéma (1V.3.3) est tel que est lipschitz par rapport a I'argumeuny,, et est consistant et stable,
alors le schéma est convergent.

REMARQUE 1V.3.3 La consistance du séma dcoule d’'un choix raisonable du ssima. La stabilié
est toujours acquiseds lors queAt* est suffisamment petit et que la prddeilipschitz de est \erifiee.
Néanmoins, cette progé "automatique” n'est pas vrai pour desquations plus grérales que les EDO
étudies ici.

3.3 Sclema nunmérique et propriétées qualitatives
3.3.1 Sclkema implicite et A-stabilite

Un schéma nunérique normalement construit est toujdabdespour des pas de temps petits. Pour éviter
gu’un programme plante a cause d'un pas de temps trop gfassinant pas la propriété de stabilité, il
est intéressant de construire des schémas stables itioondllement sur le pas de temps.

Nous allons mettre en évidence le phénomene d'instalslir 'EDO suivante

u'(t) = —Au(t), avech > 0.

On connait explicitement la solution:(¢) = «(0) exp(—At) qui est une solution bornée poue> 0 et
tendant ver$ quandt tend vers l'infini.
Le schéma d’Euler explicite (1V.3.1) appliqué a cettpiétion donne

Unt1 = (1 — AAt)uy,.

C’est une suite géométrique de raisbr- AA¢. Si At > 2/), la suite est alternée et divergente. Le
schéma ne respecte alors ni la conservation du signe déutéoeo(u(¢) du méme signe que la donnée
initiale), ni la convergence esroco. Le programme va planter sur la machine ! En revanchéytsest
suffisament petit, ce phénomene d'instabilité n'a pas.li

Pour ce type de probleme, le recours aux schémas impéiiitene ces problemes de stabilité conditio-
nelle sur le pas de temps. Le schema d’Euler implicite (B).8ppliqué a la méme équation donne

1
u = ——————Up.
n+1 1 + /\At n
On a ainsi construit une suite géomeétrique de raisonipest strictement plus petite quelLa suite est
donc du signe de la donnée initiale et décroissante es z”

DEFINITION 1V.3.5
Lorsque le schéma génére une suite bornée, on dit quehéarm est A-stable. Lorsque cette propriété
est vrai pour tout\t, on dit que le schéma est inconditionnellement A-stable.
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3.3.2 Sclema conservatif pouréquation conservative

On s’intéresse a nouveau aux EDO qui possede une ptemi#econservation. C'est le cas de (IV.2.5)
et (IV.2.6) vus précédemment. On cherche alors un schiumaérifie la propriété de conservation.
Reprenons un exemple d’EDO SRt qui vérifie la conservation de la norme euclidienne de latgmi :
Soit,

u'(t) = f(t,u(t),vt))v(t) (IV.3.4)
V' (t) = —f(t,ult),v(t))u(t), (IV.3.5)
u(0) = up, (IV.3.6)
v(0) = vp. (IV.3.7)

On ala conservation?(t) + v2(t) = u + v3.
Le schéma d’Euler explicite appliqué a cet équationngon

Up+1 — U

% = f(tn;urwvn)vrw
Un+1 — U

% = _f(tn7unavn)un-

Par multiplication pat,, la premiere équation et pay, la deuxieme équation, on a

(Unt1 — Up)Up + (Vg1 — V), = 0.
D’aprées l'inégalité,
ab < %(cﬂ +b2),
on montre que
up + o <uhig vy,

et I'égalité n'a lieu que sti,+1 = u, etv,11 = v,. Le schéma ne conserve donc pas la norme, il
I'amplifie inexorablement.

Le méme calcul montre que le schéma d’Euler implicite neseove pas la norme, il I'écrase.

Un schéma adapté a I'EDO (IV.3.7) est le suivant :

Uptl — U Up + Un+1
% = f(tmumvn)%>
Up41l — U Up, + Upt1
% = _f(tmumvn)%'

En effet, en multipliant pat.,, + u,, 11 la premiére équation et pay, + v, -1 la seconde, on obtient apres
sommation,
2 2 2 2
Upiq — Uy +Vpyq — v, =0.

Le schéma ainsi construit est conservatif. De ce fait,tiegalement inconditionnellement A-stable.

3.4 Ordre d’'un schéma numérique

Naturellement, on souhaite une erreur d’approximationlis faible possible pour un pas de temps
donné. On s’intéresse alors a la taille de I'erreur lece I'erreur de consistance) en fonction du pas de
temps. L'odre d’'un schéma va caractériser la précisiosahéma.
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3.4.1 Definition

DEFINITION 1V.3.6
On dit qu’un schéma défini par (IV.3.3) est d’'orgrgpourp > 1 si, pourT > 0 donné, il existe une
constante réell€ telle que

N
> [ultnt1) = F(tn, ultn), At)] < CALP.
n=0

Pour gqu’'un schéma soit d’ordgg il suffit que I'erreur locale soit contrlée de la facanante :

Vi< %, (U(tns1) — F(tn, u(tn), At)] < CAPHL
3.4.2 Sclema d’Euler et Cranck-Nickolson

PROPOSITION IV.3.7
Les schéma d’Euler explicite (IV.3.1) et implicite (IV23.sont d’ordre 1.

PROPOSITION 1V.3.8
Le schéma de Crank-Nickolson défini par (IV.3.8) est dera.

Unp+4+1 — Un tn + tn-l—l Uy, + Un+1
= . Iv.3.8
Lt (e e T (V.38)

3.4.3 Methode de Runge et Kutta

On construit facilement des schémas d’ordre élevéidd’d’une technique basée sur les formules de
guadrature vues au chapitre 3. Ces ont les schémas de Rutige-

L'idée est la suivante. Pour approcher TEDQt) = f(¢,u(t)) sur un pas de temps, on integre 'EDO
sur un pas de temps en vue d'approcher l'integrale par uneule de quadrature :

u(tp1) = u(ty) + /t " f(s,u(s))ds.

On note que cette formule, bien qu'exacte, est totalemepligite. On fait comme si I'on connaissait
u sur[t,, t,+1] €t on appliqgue une formule de quadrature pour approcheedjmle. On obtient alors le
schéma numérique :

q
Upt1 = Uy + Athjf(tnj,unj).
j=1

Les coefficientsAtb; sont les coefficients de la formule de quadrature. Les temtpsmédiaires sont
définis par
tnj =t, + CjAt

et les approximations,,; deu au tempg,,; sont également donnés par une formule de quadrature :

q
unj = Up + At Z aj,kf(tnkaunk)'
k=1
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On pourra choisir leg; ;, de cette derniere formule de quadrature telsqye= 0 pourk < j afin que
le calcul deu,,, soit explicite des lors qu'il est effectué dans I'ordreissant deg. De méme, on pourra
choisir lesa; ;, de cette derniére formule de quadrature telsqye= 0 pourk > j afin que le calcul de
uy, Soit explicite des lors qu'il est effectué dans I'ordecdissant deg.

On représente I'ensemble des coefficients a I'aide desbsuivant

€1 a11 -+ Qg
Cq | Qql -+ Qqq
‘ by - by

Le schéma est explicite pour des coefficients corresparalantableaux

C1 0 Q1q C1 0 0 0
S O S IR
cg|0 0 0 cglag -+ 0

\51 by \51 by

Exemple : Le schéma d’Euler explicite s’obtient par la formule dedpadure des rectangles a gauche :

00
T

Le schéma d’Euler implicite s'obtient par la formule de diaure des rectangles a droite :

111
T

Le schéma connu sous le nom de Runge Kutta d’ordre 2 (RK2)is*

010 O
111
213 0
0 1

Le schéma connu sous le nom de Runge Kutta d’ordre 4 (Rieg)is*”

0/0 0 0 0
1|1

53 000
Lo 100
2 2

1/0 010
PR
6 3 3 6

4 EXxercices

Exercice 1.11. Soit I'equation differentielle ordinaire suivante :

u/'(t) = —u(t)(u(t) — 1)(u(t) + 1)
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Montrer qu'il existel’ > 0 et une unique solutiod’>°(0, 7).
Montrer que si-1 < ug < 1 alors—1 < u(t) < 1, pourt > 0.
Montrer que siiy > 1 alorsu est décroissante si.
Montrer que siig < —1 alorsu est croissante siR™.

a kr wbd e

Siug > 1, on considére le schéma semi-implicite

Unp+41 — Up
At

Montrer que ce schéma est A-stablesgi> 0, sans condition sur le pas de temps.

6. Construire un schéma semi-implicite pagr< 0, afin qu'il soit inconditionnellement A-stable.

Exercice 1.12. Soit le systeme d'équations différentielles ordingiseivant :

V' (t) = u(t),
u(0) = o,
v(0) = v

1. Montrer qu'il existe une unique solution globale a cetésyee. (Indication : on ajoutera les deux
équations multipliees par etv respectivement).

2. Ecrire le schéma d’Euler explicite et compaugr+ v2 au?_; +v2,;.
3. Ecrire le schéma d’Euler implicite et compatér+ v2 au?, | + v, ;.
4. Soit le schéma de Cranck-Nicolson :

Up+1 — U

HTtn = _i(vn“‘vn—i-l)a
Uptl — U 1

HTtn = §(un+un+1)'

Montrer que ce schéma vérifie la propriété du probleorginue :
2 2 2 2
Unp, + Uy = un—l—l + Un—l—l'

Exercice 1.13. Soit le systeme d'équations difféerentielles ordingiseivant :

1. Montrer qu'il existe une unique solution globale a cetésye en montrant que?(t) + v?(t) est
constant au court du temps.

2. Ecrire un schéma qui posséde la méme propriété deecaation que le probléme continu.
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Exercice 1.14. On suppose quég est une fonctionC? de Rt x R? & valeurR¢. Soit I'équation
differentielle ordinaire

u'(t) = f(t,u(t))
u(0) = 0.

1. Montrer qu'il existe une unique solution localeavecu € C3(0,T,R%), ouT est pris suffisament
petit.

2. Soit le schéma d’Euler explicite

Un4+1 — U
% = f(tn,un),

ug = u0.
Montrer que ce schéma est d’ordre 1.
3. Soit le schéma d’Euler implicite
Un+1 — Un

At
ug = u0.

= f(tn—l—l; un+1)7

Montrer que ce schéma est d’ordre 1.
4. Soit le schéma de Cranck-Nicolson

Un+1 — Up Un+1 + Unp
T = f(tn—i—l/Za T%

ug = u0.

Montrer que ce schéma est d’ordre 2.
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Chapitre V

Réesolution de systmes lireaires.

1 Meéthodes directes

1.1 Remonte

1.2 Meéthode de Gauss et factorisation LU
1.3 Pivot de Gauss

1.4 Factorisation de Cholesky

2 Methodes ieratives

2.1 Jacobi
2.2 Gauss-Seidel
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Chapitre V. Résolution de systmes lirgaires.
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