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Introduction.

Ce polycopié est consacré à l’introduction des outils del’analyse numérique. Le calcul d’intégrales,
la résolution d’équations non linéaires, la résolution d’équations différentielles n’ont pas toujours (pas
souvent) de solution analytique ou de solution analytique simple. On a alors recours à la recherche de
solutions approchées.
Les physiciens, les mécaniciens, les ingénieurs, ... ontbesoin d’évaluer les solutions de problèmes tels
qu’évoqués précédemment. L’important n’est pas d’avoir une solution exacte, mais une solution ap-
prochée avec une erreur maı̂trisée et quantifiée.
La modélisation de phénomènes riches et complexes amène un grand nombre de variables réelles incon-
nues à déterminer à l’aide d’outils d’analyse numérique. Un algorithme fait alors appel à un grand nombre
d’opérations élémentaires, le mathématicien numéricien doit alors s’assurer que son calcul conduit bien
au résultat souhaité et que son calcul est également efficace en terme de temps de calcul.

DÉFINITION .0.1
On appelle méthode numérique une suite finie d’opérations arithmétiques(+,−, ⋆, /) permettant d’avoir
la solution d’un problème avec une précision arbitrairement fixée.

On saura souvent prouver qu’une méthode assure la convergence ”théorique” vers le résultat souhaité. Un
processus itératif est associé à la méthode ; pour un nombre donné d’itérations, on obtient une solution
approchée dont la précision dépend du nombre d’itérations et donc du nombre d’opérations effectuées.
Si on s’autorise à faire tendre le nombre d’itérations vers l’infini, on s’attend à faire tendre l’erreur (la
précision de la méhode) vers zéro. La méthode est dite convergente si la solution approchée converge vers
la solution exacte, lorsque le nombre d’itération tend vers l’infini. Mais les opérations arithmétiques ne
se faisant pas de façon exacte (erreur machine), on est amené à cumuler des erreurs. Un cumul important
d’erreurs même petites peut s’avérer désastreux et conduire à un résultat erroné voire divergeant (le
programme va planter sur la machine !), alors que la méthodesemblait convergente sur le papier. On
distinguera alors la notion de ”convergence théorique” dela notion de ”convergence effective”. On parle
aussi de robustesse ou stabilité de la méthode lorsque celle-ci n’est pas sensible au cumul des erreurs.
C’est la notion la plus fine de l’analyse numérique sur laquelle nous insisterons à travers les diverses
méthodes introduites dans ce cours.

Notion d’erreur machine

Les nombres réels sur lesquels nous effectuons des opérations sont stockés sur la machine à l’aide d’un
nombre donné d’octets, soit un nombre fini de combinaisons possibles. On représente ainsi les réels sur
une machine à l’aide d’un nombre fini de nombres alors même qu’il existe un nombre infini de réels, y
compris sur un intervalle borné deR.
Les nombres réels stockés sur 4 octets sont dits réels simple précision. Les nombres réels stockés sur 8
octets sont dits réels double précision. En analyse numérique, on utilisera les réels double précision, ils
permettent de représenter les réels avec suffisamment de précision et sur une échelle de taille suffisam-
ment large pour les problèmes qui se posent en analyse numérique, et compte tenu de la performance
actuelle des ordinateurs. Les réels quadruple précision(16 octets) ne sont en général pas utilisés du fait
d’un stockage mémoire plus important (on peut être amenéà stocker plusieurs millions de réels lors
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d’un calcul) et surtout d’un temps de calcul majoré pour desopérations arithmétiques rendant un résultat
consistant avec l’erreur attendue.

DÉFINITION .0.2
On appelle erreur machine l’erreur maximale commise pour représenter un réel. L’erreur machine relative
est l’erreur machine commise sur un réel rapportée à ce r´eel : sixε est le nombre stocké sur la machine
pour représenter un nombre réelx, l’erreur relative est

|x − xε|
|x| .

REMARQUE .0.1 Les oṕerationsélémentaires (arithḿetiques) ainsi que les quelques fonctions de base
d’un language effectuent les calculs avec une précision suffisante pour ne pas introduire d’erreurs
suppĺementaires.

En simple précision, l’erreur machine relative est de l’ordre deε ∼ 10−7. En double précision, l’erreur
machine relative est de l’ordre deε ∼ 10−15.
Exemple de perte de précision : on noteε l’erreur machine relative. Un nombre de l’ordre de10 est
manipulée avec une erreur machine de l’ordre de10ε. Ainsi l’opération10 − 9 est manipulée en réel
avec une erreur cumulée de taille (situation au pire)10ε + 9ε. A l’issu de ce calcul, on récupère1 à une
erreur près d’ un ordre10 fois plus mauvais que l’erreur machine attendue pour stocker le réel1.
Une telle perte de précision devient désastreuse si l’on itère cette perte de précision : soit(un)n la suite
de réels définie par récurrence de la façon suivante :

u0 = 1/3

u1 = 1/3

un+1 = 10un − 1/un−1, pourn ≥ 2.

La suite est évidemment constante (un = 1/3 pour toutn), mais l’ordinateur qui calcule cette suite va
planter en calculant une suite divergente ! C’est un exempletypique d’instabilité lié au cumul d’erreur et
à la dilatation des erreurs.
En revanche l’algorithme définie par la suite

u0 = 1

u1 = 1

un+1 = 0.4un + 0.6un−1, pourn ≥ 2,

et calculé sur machine se montrera robuste. On trouveraun = 1 pour toutn, à l’erreur machine près.

Notion de consistance et stabilit́e

On a évoqué l’idée qu’une méthode numérique pouvait serévéler instable et produire un résultat aberrant
du fait du cumul et/ou de la dilatation des erreurs au cours des itérations de l’algorithme. On rencontre
un autre type d’erreur dans les méthodes numériques : l’erreur de consistance. C’est une erreur qui naı̂t
de la construction de la solution approchée puisqu’on introduit justement des méthodes pour palier à
l’absence de méthode exacte de résolution. Cette erreur de consistance est répétée un grand nombre de
fois au cours de l’algorithme. Ainsi la notion de stabilitéde la méthode se pose pour contenir le cumul des
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erreurs de consistance comme elle se pose pour contenir le cumul des erreurs machines. Pour diminuer
l’erreur de consistance et ainsi gagner en précision, on sera amener à augmenter le nombre d’itérations
de l’algorithme. Une méthode instable verra alors la solution numérique se détériorer alors même qu’on
cherche à améliorer l’erreur de consistance. Il est ainsiessentiel d’assurer la consistanceet la stabilité de
la méthode numérique.
On insistera particulièrement sur ces deux notions : consistance et stabilité (ou robustesse), lors de l’étude
des méthodes de calcul approché d’intégrales et de résolution approchée d’équations différentielles.

Structure du document

Le premier chapitre est consacré à la recherche de zéro defonctions non-linéaires deR dansR. Ce
problème correspond à la résolution d’une équation non-linéaire que l’on ne sait pas résoudre de façon
analytique. Les principaux algorithmes de résolution de ces problèmes seront présentés, la convergence
sera étudiée ainsi que la vitesse de convergence.

Le second chapitre expose les outils de l’interpolation. Ils’agit de définir des équations de fonctions, le
plus souvent polynomiales, pour approcher une fonctionf donnée. Cette fonctionf n’est éventuellement
connue qu’en un nombre donné de points, par sa valeur et/ou ses dérivées. L’erreur entref et une fonction
interpolante sera quantifiée. La convergence de la fonction interpolante vers la fonctionf sera étudiée
lorsque le nombre de points d’interpolation tend vers l’infini.

Le troisième chapitre traite du calcul intégral. Ces calculs s’appuient sur les résultats d’interpolation
de fonction du chapitre précédent. En effet, les fonctions polynomiales interpolantes sont facilement
intégrales par un calcul exacte et conduisent à un calcul approché de la fonction interpolée. L’erreur
commise entre les deux intégrales conduit à une erreur de consistance et la répétition de ce calcul sur
une somme d’intervalles de petite taille amène à se poser la question de la stabilité (robustesse) de la
méthode.

Le quatrième chapitre est consacré à l’approximation numérique des solutions d’équations différentielles.
Après avoir brièvement introduit le sens à donner aux solutions des équations différentielles et aux
quelques propriétés qualitatives qu’on saura exhiber des équations, on présentera les méthodes numériques
permettant de construire des solutions approchées. On construira une suite discrète de valeurs, associé à
un pas de discrétisation, pour définir une fonction approchée. Là encore, la notion de consistance et sta-
bilité prend tout son sens lorsque le pas de discrétisation tend vers zéro. L’erreur de consistance tend vers
zéro quand le pas de discrétisation tend vers zéro, mais le nombre de valeurs à calculer par récurrence
pour définir la fonction approchée tend vers l’infini.

Le cinquième chapitre traite de la résolution de systèmes linéaires. Les problèmes à grand nombre d’in-
connues se ramènent (après linéarisation) à la résolution de système linéaire de grande taille. On est
alors amené à résoudre algorithmiquement ces systèmesde façon directe comme on le ferait ”à la main”,
par exemple par la méthode du pivot de Gauss. L’écriture algorithmique de ces méthodes permet d’au-
tomatiser la résolution. Une approche itérative, dite indirecte, sera également proposée, elle consiste à
réaliser une suite de vecteurs obtenus par la somme de vecteurs et de produits matrice vecteur. Cette
suite converge vers la solution du système sous certaines conditions à établir. La perte de précision lors
de certains calculs et le grand nombre d’opérations élémentaires inhérents à la résolution conduisent à
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se poser la question de la précision de la solution. Les notions de perte de précision et cumul des erreurs
seront abordés ici à travers la notion de conditionement de la matrice du système linéaire.
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Chapitre I

Résolution de źero de fonctions.

Dans ce chapitre, on s’intéresse en premier lieu à des problèmes à une inconnue réelle solution d’un
problème non-linéaire. Ce dernier peut s’écrire sous laforme, trouverx ∈ A ⊂ R tel que

f(x) = 0. (I.0.1)

On se limitera au cas des fonctionsf continues surA, voireC1(A) pour la méthode de Newton.
L’objectif est de mettre en évidence la convergence des méthodes employées pour déterminerx solution.
L’objectif second est d’assurer le minimum d’évaluation de la fonctionf pour obtenir une solution
avec une précision donnée. Le coût de ces algorithmes peut paraı̂tre dérisoire pour des fonctions réelles
définies explicitement. Cependant, il faut imaginer que l’évaluation def peut provenir d’un processus
très couteux comme par exemple le résultat d’un long calcul prenant plusieurs heures ou jours. Réduire
le nombre d’appel de la fonctionf devient alors essentiel.

Ce type de problème se rencontre en dimension supérieure `a 1, on verra brièvement comment étendre les
méthodes développées ci-après au cas de fonctions deR

n dansRd

1 Exemples d’algorithmes

Nous étudions trois algorithmes.

1.1 Dichotomie
PROPOSITION I.1.1
On supposef continue deA dansR. On suppose de plus que[a, b] ⊂ A et quef(a).f(b) < 0. Alors
l’équation (I.0.1) possède au moins une solution sur[a, b] ⊂ A.

Par le théorème des valeurs intermédiaires, il existex ∈]a, b[ solution de (I.0.1).

L’algorithme de dichotomie consiste à partir de 2 pointsa et b d’images parf de signe contraire, puis
de découper l’intervalle en deux, en considérant, pour l’itération suivante, le demi-intervalle[α, β] =
[a, (a + b)/2] ou [α, β] = [(a + b)/2, b] qui conserve la propriétéf(α).f(β) < 0.

Algorithme de Dichotomie :
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e p s i l o n = . . . ; ! e p s i l o n e s t l a p r é c i s i o n s o u h a i t é e
! ( s u p é r i e u r e à l ’ e r r e u r machine )
a = . . . ; b = . . . ; ! on r e c h e r c h e un z é ro e n t r e a e t b
S i f ( a )∗ f ( b)>0 a l o r s

é c r i r e ” r e d é f i n i r a e t b ” ;
s t op ;

F in de s i
Tant que b−a>e p s i l o n f a i r e

c =( a+b ) / 2 . ;
S i f ( c )∗ f ( a ) <0 a l o r s

b=c ;
S inon

a=c ;
F in de s i

F in de Tant que

1.2 Newton

On supposef de classeC1 définie surR. L’algorithme de Newton consiste à partir d’un pointx0 donné,
puis de définir par récurrence une suite(xn)n. Pourxn donné on construitxn+1 en cherchant le zéro du
linéarisé def enxn. Ainsi sur la figure ci-après, on construit la tangente à lacourbe def au pointxn,
puis on définitxn+1 par intersection de la tangente et de l’axe des abscisses. L’équation de la tangente
est

y = f(xn) + f ′(xn)(x − xn).

Ainsi, enx = xn+1, on a

y = 0 = f(xn) + f ′(xn)(xn+1 − xn).

Finalement,

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
.

REMARQUE I.1.1 La suite n’est plus d́efinie à partir du rang n0 dès lors quef ′(xn0−1) = 0. La
définition de la suite et la convergence de la suite obligeraà consid́erer des hypoth̀eses surf et/ou le
premier it́eré.

REMARQUE I.1.2 Une variante de la ḿethode de Newton est la méthode de la corde. Elle consisteà
s’affranchir du calcul de la d́erivée def en remplaçantf ′(xn) par le coefficient directeur de la droite
passant par(xn, f(xn)) et (xn−1, f(xn−1)). Soit,

xn+1 = xn − f(xn)
xn − xn−1

f(xn) − f(xn−1)
.

Algorithme de Newton :
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FIG. 1.1 – Méthode de Newton.

e p s i l o n = . . . ; ! e p s i l o n e s t l a p r é c i s i o n s o u h a i t é e
! ( s u p é r i e u r e à l ’ e r r e u r machine )
x = . . . ; ! cho ix du prem ie r i t é r é
S i f ’ ( x )==0 a l o r s

é c r i r e ” a l g o r i t h m e mal d é f i n i ” ;
s t op ;

s i non
x9=x−f ( x ) / f ’ ( x ) ;

F in de S i
Tant que abs ( x9−x)> e p s i l o n f a i r e

x=x9 ;
S i f ’ ( x )==0 a l o r s

é c r i r e ” a l g o r i t h m e mal d é f i n i ” ;
s t op ;

s i non
x9=x−f ( x ) / f ’ ( x ) ;

F in de S i
F in de Tant que
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1.3 Lagrange

La méthode de Lagrange est une variante de la méthode de dichotomie. Plutôt que de diviser en deux
intervalles de même longueur l’intervalle[a, b], on découpe[a, b] en [a, c] et [c, b] où c est l’abscisse du
point d’intersection de la droite passant par(a, f(a)) et (b, f(b)) et l’axe des abscisses. Soit,

b − c = (f(b) − 0)
b − a

f(b) − f(a)
.

Algorithme de Lagrange :

e p s i l o n = . . . ; ! e p s i l o n e s t l a p r é c i s i o n s o u h a i t é e
! ( s u p é r i e u r e à l ’ e r r e u r machine )
a = . . . ; b = . . . ; ! on r e c h e r c h e un z é ro e n t r e a e t b
S i f ( a )∗ f ( b)>0 a l o r s

é c r i r e ” r e d é f i n i r a e t b ” ;
s t op ;

F in de s i
Tant que b−a>e p s i l o n f a i r e

c=b+ f ( b )∗ ( a−b ) / ( f ( b)− f ( a ) ) ;
S i f ( c )∗ f ( a ) <0 a l o r s

b=c ;
S inon

a=c ;
F in de s i

F in de Tant que

2 Convergence des ḿethodes

2.1 Dichotomie
PROPOSITION I.2.1
On supposef continue deA dansR. On suppose de plus que[a, b] ⊂ A et quef(a).f(b) < 0. Alors
l’algorithme de dichotomie converge vers une solution de (I.0.1) sur[a, b] ⊂ A.

A l’itération n de l’algorithme, on notean la borne gauche de l’intervalle de dichotomie etbn la borne
droite de l’intervalle de dichotomie. Pour toutn, on a la propriété suivante qui découle de la découpe de
[an, bn] en deux intervalles de même longueur,

bn+1 − an+1 =
1

2
(bn − an).

Ainsi,

bn − an =
1

2n
(b0 − a0).

Commef(bn)f(an) ≤ 0, par le théorème des valeurs intermédiaires (f est continue !), il existe un zero
def sur[an, bn]. Et comme les suites(an)n et(bn)n sont convergentes en tant que suite monotone bornée
et que lim

n→∞
bn − an = 0, alors(an)n et (bn)n convergent vers le même zéro def .
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2.2 Newton

La convergence de la méthode de Newton consiste à démontrer la convergence de la suite définie par
récurrence :

xn+1 = g(xn) = xn − f(xn)

f ′(xn)
. (I.2.1)

Si l’algorithme converge,xn → x et x vérifie x = g(x) en supposantg continue. On est ramené à un
problème de point fixe.

PROPOSITION I.2.2
Si la fonctiong définie de l’intervalle[a, b] dans[a, b] est continue, alorsg admet un point fixe.

Preuve : On définit la fonctionh parh(x) = g(x) − x. On a

h(a) = g(a) − a ≥ 0, h(b) = g(b) − b ≤ 0.

Commeh est continue, d’après le théorème des valeurs intermédiaires,

∃x ∈ [a, b] tel queh(x) = 0, soit,g(x) = x.

REMARQUE I.2.1 L’hypoth̀ese d’invariance de[a, b] par g assure l’existence d’un point fixe, mais ne
prouve pas qu’une suite définie par ŕecurrence parxn+1 = g(xn) etx0 ∈ [a, b] converge.

PROPOSITION I.2.3
Soit X une partie fermée deR. Soitg définie deX dansX, lipschitzienne de constanteK (K < 1) (ie
g est contractante).
Alors, il existe un unique point fixex de g sur X et toute suite vérifiantxn+1 = g(xn) et x0 ∈ X
converge versx.

Ce résultat, appliqué au cas particulier deg définie par (I.2.1) donne un premier résultat de convergence
de la méthode de Newton.

COROLLAIRE I.2.4
Soitg deR dansR de classeC 1 possédant un point fixex.
Si |g′(x)| < 1 alorsx est limite de toute suite définie par récurrence parxn+1 = g(xn) pourvu quex0

soit suffisamment proche dex.
Si |g′(x)| > 1 alorsx est limite d’aucune suite définie par récurrence parxn+1 = g(xn).

COROLLAIRE I.2.5
Soitf deR dansR de classeC 2 possédant un zérox.
Si f ′(x) 6= 0 alors x est limite de toute suite définie par récurrence par (I.2.1) pourvu quex0 soit
suffisamment proche dex.

Ces résultats de convergence suppose de partir d’un premier itéré proche du résultat, en pratique, cela est
limitatif. Pour une fonctionf convexe, on a des résultats de convergence moins restrictif. La convergence
de la méthode de Newton est donc soumise à des hypothèses restrictives, c’est le défaut de cette méthode,
en revanche sa vitesse de convergence (si convergence il y a)sera son intérêt.
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3 Ordre de convergence

On s’intéresse à la vitesse de convergence des méthodes `a travers la notion d’ordre. Les méthodes d’ordre
élevé converge plus vite, au sens où moins d’itérationsde la méthode sont nécessaires pour obtenir la
solution pour une précision donnée.

DÉFINITION I.3.1
Soit (xn)n une suite de réels etx ∈ R tel quexn 6= x pur toutn et limn→∞ xn = x.
On appelle ordre de convergence de la suite(xn)n, le plus petit réelr ≥ 1 (s’il existe) tel que

lim
n→∞

|xn+1 − x|
|xn − x|r = c avecc 6= 0 et fini.

REMARQUE I.3.1 L’ordre 1 est obtenu par exemple pour les suites géoḿetriques de raisonK (|K| <
1).

DÉFINITION I.3.2
On dit que la suite(xn)n converge plus vite versx que la suite(yn)n si

lim
n→∞

|xn − x|
|yn − x| = 0.

PROPOSITION I.3.3
Si la suite(xn)n convergent versx est d’ordrer1 , si la suite(yn)n convergent versx est d’ordrer2, avec
r1 > r2 alors la suite(xn)n converge plus vite que(yn)n.

3.1 Dichotomie
PROPOSITION I.3.4
La dichotomie est une méthode d’ordre1.

En effet, la suite des longueurs de l’intervalle de dichotomie est géométrique.

3.2 Newton
PROPOSITION I.3.5
La méthode de Newton est une méthode d’ordre2 au moins.

4 Exercices

Exercice 1.1.On cherche à évaluer
√

a à l’aide d’algorithmes autorisant toutes les opérationsélémentaires.
Soient(xn)n et (yn)n deux suites définies par récurrence :

xn+1 =
2axn

x2
n + a

, yn+1 =
yn

2a
(3a − y2

n).

1. Montrer la convergence des suites(xn)n et (yn)n pourx0 et y0 bien choisis.

2. Déterminer l’ordre de convergence de ces suites.
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3. Choisissezx0 ety0 poura = 3.

Exercice 1.2. Soit f une fonction de classeC2 sur [a, b] avecf(a)f(b) < 0. On suppose de plus quef ′

etf ′′ ne s’annulent pas sur[a, b].

1. Montrer quef est strictement monotone.

2. Montrer que il existe un uniques élément de]a, b[ tel quef(s) = 0.

3. Montrer que le graphe def est du même côté par rapport toute tangente à la courbe sur [a, b].

4. Si x0 ∈ [a, b] vérifie f(x0)f
′′(x0) > 0, montrer que la suite(xn)n définie parxn+1 = g(xn) =

xn − f(xn)
f ′(xn) est convergente verss. Quel est le nom de l’algorithme associé à cette suite ? Ca-

ractériser l’ensemble desx0 vérifiant l’hypothèse.

Exercice 1.3. Soitf(x) = x3 − x2 − 1. On se propose de trouver les racines réelles def .

1. Situer la ou les racines def . Montrer qu’il y a une racinel comprise entre1 et2.

2. Soit les méthodes itératives suivantes,x0 ∈ [1, 2],

xn+1 = x3
n − x2

n + xn − 1 (I.4.1)

xn+1 =
1

x2
n − xn

(I.4.2)

xn+1 = (x2
n + 1)

1
3 . (I.4.3)

(a) Examiner la convergence et la limite de ces méthodes.

(b) Préciser l’ordre des méthodes convergentes.

Exercice 1.4. On dispose d’une calculatrice qui ne sait faire que des additions, des soustractions et des
multiplications. On cherche à l’utiliser pour calculer l’inverse1/a d’un réela > 0. Cela revient à calculer
un zéro de la fonctionf : x 7→ x−1 − a.

1. Ecrire la méthode de Newton pour cette fonction. Cette algotithme peut-il être implémenté sur la
calculatrice ?

2. Dans le casa = 5, calculer les termesx1 etx2 pourx0 = 0, 1, x0 = 1 puisx0 = 2.

Exercice 1.5. On définitf surR∗
+ parx → x − e−(1 + x).

1. Montrer qu’il existe un unique zérol def . Localiserl entre deux entiers successifs.

2. La méthode suivante converge-t-elle versl ?

x0 donné, xn+1 = g(xn), où g(x) = e−(1+x).

3. La méthode suivante converge-t-elle versl ?

x0 donné, xn+1 = h(xn), oùh(x) = x2e1+x.

4. La méthode suivante converge-t-elle versl ?

x0 donné, xn+1 = k(xn), oùk(x) = −1 − ln(x).
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5. Choisirx0 et donner l’ordre de la première méthode.

6. Entre ces méthodes et celle de Newton, quelle est la plus efficace ?

Exercice 1.6. On définitf surR∗
+ parf(x) = ln(x) + x2 + 2x − 5.

1. Montrer qu’il existe un unique zérol def . Localiserl entre deux entiers successifsa eta + 1.

2. Montrer que la méthode suivante ne converge pas :

x0 ∈ [a, a + 1], xn+1 = xn − f(xn).

3. On propose la méthode,

x0 ∈ [a, a + 1], xn+1 = xn − αf(xn) = gα(xn).

Quelles sont les valeurs deα qui assurent la convergence de la suite versl quel que soit le choix
dex0 ∈ [a, a + 1]. Quel est le choix optimal deα.
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Chapitre II

Interpolation.

L’interpolation permet d’associer au graphe d’une fonction dont l’évaluation et/ou quelques dérivées sont
connues en un nombre donné de points, une fonction définie en tout point par une expression analytique.
L’interpolation polynomiale en est un exemple classique. Outre l’intérêt visuel du graphe, on peut définir
les dérivées, les primitives d’une telle fonction interpolée ou simplement évaluer la fonction interpolée
en un point quelconque.

1 Interpolation de Lagrange

C’est l’interpolation polynomiale la plus simple, elle consiste à interpoler un nuage de points appartenant
à un graphe.

1.1 Définition

Soitn + 1 points deR2 de coordonnées(xi, fi = f(xi)), i = 0 · · · n, avecxi 6= xj si i 6= j.
On cherche à interpolerf par un polynômep :

THÉORÈME II.1.1
Il existe un unique polynômep de degré au plusn tel que

∀0 ≤ i ≤ n, p(xi) = fi.

Le polynômep s’appelle le polynôme de Lagrange (associé aux points(xi, fi = f(xi)), i = 0 · · · n). On
dira quep interpolef enxi, i = 0 · · · n.

Preuve : on noteli le polynôme défini par

li(x) =

∏

j = 0 · · · n
j 6= i

(x − xj)

∏

j = 0 · · · n
j 6= i

(xi − xj)
.
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On remarque queli est de degrén et que

li(xj) = δij .

On rappelle que l’espace vectorielPn des polynômes de degré au plusn est de dimensionn + 1. La
famille (li)i=0···n est une famille libre dePn : si,

∀x ∈ R,
n

∑

i=0

αili(x) = 0,

alors, en choisissantx = xi pour touti = 0 · · · n, on aαili(xi) = αi = 0.
La famille (li)i=0···n constituée den + 1 éléments est donc une base dePn. Ainsi, pour toutq ∈ Pn, q

se décompose de façon unique sur la base(li)i=0···n. Finalement, le poynômep =

n
∑

i=0

fili est l’unique

polynôme dePn tel quep(xi) = fi pouri = 0 · · · n.

1.2 Repŕesentation polynomiale et côut de l’ évaluation

On a vu qu’on pouvait représenter le polynôme de Lagrange interpolant(xi, fi = f(xi)), i = 0 · · · n,
par la formule

p(x) =
n

∑

i=0

fi

∏

j = 0 · · · n
j 6= i

(x − xj)

∏

j = 0 · · · n
j 6= i

(xi − xj)
. (II.1.1)

Pour toutx donné, on peut évaluer numériquementp(x) par la formule (II.1.1). Cependant, si on est
amené à évaluer souvent cette quantité en différents points, cette expression va s’avérer peu juducieuse,
du fait du grand nombre d’opérations élémentaires intervenant dans (II.1.1).
On peut déjà remarquer qu’il est inutile de reproduire le calcul des constantes

ai =
∏

j = 0 · · · n
j 6= i

(xi − xj).

On calculera donc au préalable lesai pouri = 0 · · · n. Le calcul

p(x) =
n

∑

i=0

fi

∏

j = 0 · · · n
j 6= i

(x − xj)

ai
. (II.1.2)
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reste néanmoins encore bien coûteux avec un nombre d’opérations toujours enO(n2).
On peut reécrire

∏

j = 0 · · · n
j 6= i

(x − xj) =
1

x − xi

∏

j=0···n

(x − xj),

ainsi,

p(x) =
n

∑

i=0

fi
1

x − xi

∏

j=0···n

(x − xj), (II.1.3)

on est ainsi ramené, pourx 6= xi, au calcul de
n

∑

i=0

fi
1

x − xi
qui nécessite un0(n) opérations et au calcul

de
∏

j=0···n

(x − xj) qui nécessite également un0(n) opérations.

1.3 Estimation d’erreur d’interpolation

Soit une fonctionf donnée, et soitp le polynôme de Lagrange interpolantf en xi, i = 0 · · · n, x0 <
x1 < · · · < xn. On cherche à quantifier l’écart entref et p en fonction dex afin de mesurer l’erreur
d’interpolation.

THÉORÈME II.1.2
On suppose quexi ∈ [a, b] pour i = 0 · · · n.
Si f estCn+1([a, b]), alors il existeξ ∈ [min(x, x0),max(x, xn)] tel que

f(x) − p(x) =
∏

i=0···n

(x − xi)

(n + 1)!
f (n+1)(ξ). (II.1.4)

REMARQUE II.1.1 Si les pointsxi sont voisins, le produit
∏

i=0···n

(x−xi) est petit pourx ∈ [min(xi),max(xi)].

On pourrait alorsêtre tent́e d’augmenter le nombre de points d’interpolation pour réduire l’erreur, mais

l’erreur croı̂t avec l’́etalement des points d’interpolation et le facteurf(n+1)(ξ)
(n+1)! peut crôıtre (comme

décrôıtre) selonf .

2 Interpolation d’Hermite

On construit une interpolation polynômiale à l’aide de points d’un graphe et des dérivées en ces points.

2.1 Définition

On se donnen + 1 triplets(xi, fi, f
′
i) ∈ R

3 pour i = 0 · · · n.
On cherche à construire un polynômep tel quep(xi) = fi etp′(xi) = f ′

i pouri = 0 · · · n.
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FIG. 1.1 – Interpolation de Lagrange dex → sin x en0, π/2 etπ.

THÉORÈME II.2.1
Il existe un unique polynômep de degré au plus2n+1 tel quep(xi) = fi etp′(xi) = f ′

i pouri = 0 · · · n
Le polynômep s’appelle le polynôme d’Hermite (associé aux points(xi, fi, f

′
i), i = 0 · · · n). On dira

quep interpolef enxi, i = 0 · · · n si f(xi) = fi etf ′(xi) = f ′
i pour i = 0 · · · n.

2.2 Estimation d’erreur d’interpolation

Comme pour l’interpolation de Lagrange, on quantifie l’erreur entre une fonctionf régulière et son
polynôme d’interpolation d’Hermite :

THÉORÈME II.2.2
On suppose quexi ∈ [a, b] pour i = 0 · · · n.
Si f estC2n+2([a, b]), alors il existeξ ∈ [min(x, x0),max(x, xn)] tel que

f(x) − p(x) =
∏

i=0···n

(x − xi)
2

(2n + 2)!
f (2n+2)(ξ).

Un exemple d’interpolation d’Hermite est donné sur la figure 2.1. On peut comparer le résultat avec
l’interpolation de Lagrange en figure 1.1.

REMARQUE II.2.1 On peut construire des interpolations hybrides entre Lagrange et Hermite, en se
servant de points du graphe et des dérivées en quelques-un de ces points. On peutégalement construire
des interpolations en interpolant le graphe en quelques points et les d́erivéesà différents ordres en ces
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FIG. 2.1 – Interpolation d’Hermite dex → sin x en0, π/2 etπ.

points. En interpolant plusieurs dérivées en un point, on collera encore mieuxà la courbe autour de ce
point.

3 Choix des points d’interpolation

Dans le cas de l’interpolation polynomiale de Lagrange ou d’Hermitte, on cherche une répartition des
points d’interpolation permettant de diminuer l’erreur d’interpolation.
D’après la formule d’erreur d’interpolation (II.1.4), oncherche à minimisersup[a,b] |v| avecv(x) =
n

∏

i=0

(x − xi), par le choix desxi sur le segment[a, b]. On remarque que pour l’interpolation d’Hermitte,

c’est le carré de la même expression qu’on cherche à minimiser.
Quitte à translater et à dilater l’intervalle, on peut, sans perte de généralité supposer que[a, b] = [−1, 1].
Optimiser le choix des points revient à optimiser le choix du polynômev et

v ∈ Fn+1 = {p ∈ Pn+1 tel quep(x) = xn+1 + q(x) avecq ∈ Pn}. (II.3.1)

On va chercherv ∈ Fn+1, s’il existe, tel que

∀p ∈ Fn+1, max
x∈[−1,1]

v(x) ≤ max
x∈[−1,1]

p(x).

On vérifiera quev possèden + 1 racines dans[−1, 1] et ainsi cesn + 1 racines seront les points d’inter-
polation optimaux.
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3.0.1 Polyn̂ome de Tchebycheff

DÉFINITION II.3.1
On appelle polynôme de Tchebycheff de degrén, le polynôme de degrén Tn

Tn : [−1, 1] −→ R

x −→ cos(nArccosx) =

|n/2|
∑

k=0

(−1)kCk
nxn−2k(1 − x2)k.

PROPOSITION II.3.2
Les polynômes de Tchebycheff sont définis pare récurrence

Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x),

T0(x) = 1, T1(x) = x.

PROPOSITION II.3.3
Les zéros du polynôme de TchebycheffTn sont définis par

ak = cos(
2k − 1

2n
π), k = 1 · · · n.

3.0.2 Choix optimal

THÉORÈME II.3.4
Le plus petit polynôme deFn défini par (II.3.1), au sens de la normeL∞([−1, 1]) estTn = 1

2n−1 Tn :

∀v ∈ Fn,
1

2n−1
= max

x∈[−1,1]
|T n(x)| ≤ max

x∈[−1,1]
|v(x)|.

PROPOSITION II.3.5
On note(ak)k=1···n les zéros du polynôme de TchebycheffTn et on appellep le polynôme d’interpolation
de Lagrange d’une fonctionf régulière aux points(ak)k=1···n, on a l’estimation d’erreur :

max
x∈[−1,1]

|f(x) − p(x)| ≤ 1

n!

1

2n−1
max

x∈[−1,1]
|fn+1(x)|. (II.3.2)

REMARQUE II.3.1 Même avec une repartition optimale des points, il n’est pas forcément int́eressant
d’augmenter le nombre de points d’interpolation, en effet le membre de droite de (II.3.2) ne décrôıt
pas forćement avecn. De plus se pose la question de propagation des erreurs dans l’ évaluation d’un
polyn̂ome d’interpolation dont les coefficients des monômes peuvent devenir grand quandn augmente.
En pratique, on ne d́epassera pasn = 10. On pŕef́erera interpoler une fonction en un grand nombre de
points par paquets den points (n < 10).

4 Autres Interpolations

Dans cette section, on étend les techniques d’interpolation à des interpolations non nécessairement po-
lynômiales, on optimise le choix des points d’interpolation et on introduit les splines qui surpassent
largement l’interpolation polynomiale à trop grand nombre de points.
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4.1 Interpolation sur un espace vectoriel

On a jusqu’ici construit des polynômes interpolant une fonction f . On a donc construit une interpolation
sur un espace vectorielPk (les polynômes de degré inférieur ou égal àk). On se donne désormais un
espace vectoriel quelconqueE de dimensionn et on note(e1, · · · , en) une base deE. On prendraE
un sous-espace vectoriel deC0(R, R). Ainsi, ei est une fonction continue réelle de la variable réelle. On
peut par exemple construire une base de fonctions trigonom´etriques.
On se donnen couples(xi, fi), i = 1 · · · n, avecxi 6= xj si i 6= j. On cherchef , une fonction deE tel
quef(xi) = fi pouri = 1 · · ·n. On noteA la matrice deMn,n(R) définie par

A =





e1(x1) · · · en(x1)
· · · · · · · · ·

en(x1) · · · en(xn)



 (II.4.1)

PROPOSITION II.4.1
Si det(A) 6= 0, alors il existe une unique fonction deE qui interpole les points(xi, fi), i = 1 · · · n.
Si det(A) = 0, les points d’interpolation sont mal choisi et on a l’alternative : soit il existe une infinité
de fonctions deE qui interpole les points(xi, fi), i = 1 · · · n, soit il n’existe aucune fonction deE
interpolant les points(xi, fi), i = 1 · · · n.

REMARQUE II.4.1 Le choix de l’espaceE à travers le choix des fonctions de base n’est pas anodin,
selon les fonctions̀a interpoler, il convient de choisir des fonctions de base adapt́ees. De plus, le choix
des points d’interpolation est important, il permet d’assurer det(A) 6= 0 mais aussi de ŕeduire l’erreur
d’interpolation.

REMARQUE II.4.2 L’interpolation pŕesent́ee ici est de type Lagrange, on peutégalement́etendre les
techniques d’interpolation de type Hermite sur un espace vectoriel quelconque de fonctions, de dimen-
sion adapt́ee (dimension2n pour n points d’interpolations(xi, fi, f

′
i)).

Preuve : On cherchef ∈ E sous la forme

f =
n

∑

j=1

ujej, avecuj ∈ R.

Ainsi,

f(xi) =

n
∑

j=1

ujej(xi), pour i = 1 · · · n.

Déterminerf revient à déterminer le vecteuru ∈ R
n, u = (u1, · · · , un)t, tel que





f(x1)
· · ·

f(xn)



 =





e1(x1) · · · en(x1)
· · · · · · · · ·

en(x1) · · · en(xn)









u1

· · ·
un



 = Au

Le vecteuru est défini de façon unique si et seulement si det(A) 6= 0.
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4.2 Les splines

L’idée est de raccorder des interpolations polynomiales de degré faible (2 ≤ n ≤ 5) en imposant une
régularité au niveau des raccords des polynômes.
On dispose dem points,x1 < x2 < · · · < xm, on cherche une interpolation def en ces points et on
dispose seulement de l’évaluation def en ces points.

Exemple1 : On définit les splines affines de la façon suivante : soitsi la fonction affine définie sur
[xi, xi+1] par si(xi) = f(xi) et si(xi+1) = f(xi+1). Ainsi, si(x) = f(xi) + x−xi

xi+1−xi
f(xi+1), pour

i = 1 · · ·m − 1.
Les splines ainsi construites sont continues sur[x1, xm], mais elles n’ont aucune raison d’être dérivables
enxi, pouri = 2 · · ·m − 1.

Exemple2 : On définit les splines paraboliques de la façon suivante : soit si la parabole définie sur
[xi, xi+1] par si(xi) = f(xi), si(xi+1) = f(xi+1) et s′i(xi) = s′i−1(xi). On vérifie (exercice) que la
parabolesi est bien définie dès lors quesi−1 est connue.
Reste à définir la splines1 afin d’initier la récurrence de définition des splines. On choisira par exemple
s′1(x1) = f(x2)−f(x1)

x2−x1
.

Les splines ainsi construites sontC1 sur [x1, xm].

Exemple3 : On définit les splines cubiques de la façon suivante : soitsi la cubique définie sur[xi, xi+1]
parsi(xi) = f(xi), si(xi+1) = f(xi+1), s′i(xi) = s′i−1(xi) et s′′i (xi) = s′′i−1(xi). On vérifie (exercice)
que la cubiquesi est bien définie dès lors quesi−1 est connue.
Reste à définir la splines1 afin d’initier la récurrence de définition des splines. On choisira par exemple
s′1(x1) = f(x2)−f(x1)

x2−x1
ets′′1(x1) = 0.

Les splines ainsi construites sontC2 sur [x1, xm].

Les splines cubiques interpolent la courbe rouge sur la figure 4.1, aux points indiqués par des ronds. On
notera la précision accrue en augmentant le nombre de points d’interpolation. Pour un nombre de points
impaire, on a la chance d’avoir un point d’interpolation quicapte le maximum de la fonction, la précision
de l’interpolation est alors, par chance, améliorée.

5 Exercices

Exercice 1.7. Soitf la fonction définie surR parf(x) =
1

1 + x2

1. Construire le polynôme d’interpolationP3 de Lagrange sur les points0, 1, 2 et4.

2. CalculerP3(3) que l’on comparera àf(3).

3. Evaluerf ′′′ et estimer l’erreur commise entref etP3 sur [0, 4].

4. Construire le polynôme d’interpolationP4 de Lagrange sur les points0, 1, 3 et5.

5. CalculerP4(4) que l’on comparera àf(4).

6. Evaluerf (4) et estimer l’erreur commise entref etP4 sur [0, 5].

7. Construire le polynôme d’interpolationQ3 de Hermite sur les points0 et5.
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FIG. 4.1 – Splines cubiques à 10, 14, 15 et 20 points.

8. CalculerQ3(4) que l’on comparera àf(4). Commentez par rapport à la question 5.

9. Estimer l’erreur commise entref etQ3 sur [0, 5].

Exercice 1.8. Soit h = b−a
N le pas desN subdivisions de l’intervalle[a, b]. Pouri entier,0 ≤ i ≤ N ,

on définitxi = a + ih et pour0 ≤ i ≤ N − 1, on posexi+ 1
2

= a + ih + 1
2 . On connaı̂tf évalué en

xi : f(xi) = bi pour0 ≤ i ≤ N − 1. Sur chaque intervalle[xi, xi+1], pour approcherf , on cherche un
polynômesi de degré le plus bas possible tel que

si(xi+ 1
2
) = bi, 0 ≤ i ≤ N − 1,

si−1(xi) = si(xi), 0 ≤ i ≤ N − 1.

1. Quel est le degré de chaque polynômesi.

2. Déterminer les relations liant les coefficients des polynômessi.

3. Calculer ces polynômes dans le cas oùs0(a) = 0.

4. Ecrire ces polynômes sur l’intervalle[0, 1] lorsquebi = i + 1
2 .

Exercice 1.9. Soit E l’espace vectoriel des fonctions deR dansR engendré par les fonctionse1 et e2,
e1(x) = sin(x) ete2(x) = sin(2x).

1. Quelle est la dimension deE.
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2. Interpoler sur l’espaceE, aux pointsπ/4 etπ/3, une fonctionf quelconque.

3. Interpoler sur l’espaceE, aux pointsπ/3 etπ/2, une fonctionf quelconque.

4. Interpoler sur l’espaceE, aux points0 etπ/3, une fonctionf quelconque. Que se passe-t-il ?

Exercice 1.10. Soit f une fonction passant par les points(−1, 1), (−1/2, 9/16), (0, 1), (1/2, 31/16),
(1, 1).

1. Déterminer le polynôme d’interpolation de Lagrange,P , qui passe par les points précités. Calculer
P (2), P (−2).

2. Déterminer la droite d’interpolation,Q, qui passe au plus prés des points précités au sens des
moindres carrés. CalculerQ(2), Q(−2).
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Chapitre III

Int égration numérique.

A l’aide d’outils mathématiques tels que l’intégration par partie et les changements de variable, on arrive
parfois à se ramener au calcul d’intégrale de fonction dont on connaı̂t une primitive. On peut dans ce
cas faire du calcul exacte d’intégrale. Des outils de calcul formel permettent également de déterminer
une primitive lorsque celle-ci possède une expression analytique. Ce n’est pas toujours le cas. Il peut
également arriver que la fonction que l’on cherche à intégrer ne soit pas définie par une expression
analytique. On a alors recours au calcul approché d’intégrale. On se limitera au calcul intégral surR. Le
calcul approché d’intégrale est largement inspiré de laconstruction de l’intégrale de Riemann.

1 Formule de quadrature

Soit [a, b] ⊂ R etf une fonction deC 0([a, b]; R).
L’objectif est de calculer

I =

∫ b

a
f(x)dx.

On note{x0, x1, · · · , xn} une subdivision de[a, b] : a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

DÉFINITION III.1.1
On appelle formule de quadrature àn + 1 points, l’expression

In =
n

∑

k=0

An
kf(xk),

destinée à approcherI.

Exemple : approchonsI par une formule dite des rectangles à droites :

In =
n

∑

k=1

(xk − xk−1)f(xk),

Cette formule correspond à l’intégration exacte d’une fonctiongn constante par marceaux définie par

∀k ∈ [1, n]N, ∀x ∈ [xk−1, xk[, gn(x) = f(xk).
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On montre alors que

In =

∫ b

a
gn(x)dx −→ I =

∫ b

a
f(x)dx

Ainsi, An
0 = 0 etAn

k = xk−xk−1 pour1 ≤ k ≤ n définissent les coefficients de la formule de quadrature
pour la méthode des rectangles à droite.
L’objectif visé dans les prochaines sections est d’établir des propriétés de convergence de la formule de
quadrature versI lorsquen tend vers l’infini et également de quantifier l’erreur commise en fonction de
n. Le but est ainsi d’obtenir une grande précision dans l’approximation deI pour un indicen le plus
faible possible.

2 Approximation polynômiale

On a vu au chapitre précédent qu’on pouvait approcher une fonction par un polynôme. On sait aisément
calculer la primitive d’un polynôme. L’idée consiste alors à proposer des formules de quadrature basées
sur l’intégration d’interpolations polynômiales.

2.1 Interpolation Pk

On se limitera ici à l’interpolation de Lagrange. On se donne k + 1 pointsξ0 < ξ1 < · · · < ξk, on note
pk le polynôme de Lagrange interpolant les points(ξj, f(ξj))0≤j≤k. On commet alors l’approximation :

∫ ξk

ξ0

f(x)dx ∼
∫ ξk

ξ0

pk(x)dx =

k
∑

j=0

Ak
j f(ξj).

Comme on l’a vu au chapitre précédent, il n’est pas raisonnable de choisirk > 10. On peut néanmoins
choisir une formule de quadrature à grand nombre de points en groupant les points par paquet dek + 1
points. On note{x0, x1, · · · , xn} une subdivision de[a, b] : a = x0 < x1 < · · · < xn = b. On interpole
alors la fonctionf sur [xj−1, xj [ parpj

k le polynôme de Lagrange def aux points(xj−1 + ξl, f(xj−1 +
ξl))0≤l≤k avec0 ≤ ξ0 < ξ1 < · · · < ξk ≤ xj − xj−1. On obtient alors une formule de quadrature du
type

I =

∫ b

a
f(x)dx ∼ In =

n
∑

j=1

k
∑

l=0

Ak
l f(xj−1 + ξl). (III.2.1)

Exemple : Formule des trapèzes.
Ecrivons la formule de quadrature basée sur une approximation P1 sur tout ségment[xj−1, xj [. On ob-
tient :

In =

n
∑

j=1

(xj−xj−1)(f(xj−1)+f(xj))/2 =
x1 − x0

2
f(x1)+

xn − xn−1

2
f(xn)+

n−1
∑

j=1

xj+1 − xj−1

2
f(xj).

2.2 Newton-Cotes

Les formules de quadrature de Newton-Cotes sont obtenues par l’intégration d’interpolations de La-
grange à l’aide de points equirépartis. Soient{ξ0, ξ1, · · · , ξk} tels queξi = ξ0 + i(ξk − ξ0)/(k + 1), on



3. Erreur d’approximation et convergence 29

appellepk le polynôme de Lagrange interpolantf en(ξi)i=0···k, la formule de quadrature est obtenue par

∫ ξk

ξ0

pk(x)dx =
k

∑

j=0

Ak
j f(ξj).

On noteh = (ξk − ξ0)/(k + 1) la distance entre deux points consécutifs de la subdivision, que l’on
appelle le pas de subdivision. Ce pas est ici uniforme.
Avec trois points, on a la formule dite de Simpson :

∫ ξ2

ξ0

p2(x)dx = 2h(
1

6
f(ξ0) +

2

3
f(ξ1) +

1

6
f(ξ2)).

Avec quatre points, on a la formule de Newton-Cotes suivante:

∫ ξ3

ξ0

p3(x)dx = 3h(
1

8
f(ξ0) +

3

8
f(ξ1) +

3

8
f(ξ2) +

1

8
f(ξ3)).

Avec cinq points, on a la formule de Newton-Cotes suivante :

∫ ξ4

ξ0

p4(x)dx = 4h(
7

90
f(ξ0) +

32

90
f(ξ1) +

12

90
f(ξ2) +

32

90
f(ξ3)

7

90
f(ξ4)).

REMARQUE III.2.1 Afin de ŕeduire les calculs inutiles, il convient d’exploiter :
- l’invariance par translation de l’int́egrale (pour se ramener̀a l’origine),
- le changement de variabley = (x − ξ0)/h (pour se ramener aux points d’interpolation0, 1,...k),
- la syḿetrie dans les coefficients de la formule de quadrature (résultant de la syḿetrie des points d’in-
terpolation par rapport au point milieu de l’intervalle d’intégration).

3 Erreur d’approximation et convergence

3.1 Erreur locale

DÉFINITION III.3.1
Soient{ξ0, ξ1, · · · , ξk} une subdivision, etAk

l les coefficients d’une formule de quadrature en ces points.
On appelle erreur locale d’intégration pour une fonctionf , la quantité

E(f) =

∫ ξk

ξ0

f(x)dx −
k

∑

l=0

Ak
l f(ξl).

Si la formule de quadrature est basée sur une interpolationPk et en notantpk le polynôme de Lagrange
interpolant la fonctionf en(ξi)i=0···k, l’erreur locale d’intégration devient

E(f) =

∫ ξk

ξ0

f(x) − pk(x)dx.
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THÉORÈME III.3.2
Soit f une fonctionC

k+1[a, b]. L’erreur locale d’intégration pour une interpolationPk est au plus un
O(hk+1).

Il existe un résultat plus fin pour une subdivision equi-répartie :

THÉORÈME III.3.3
Soit f une fonctionC

k+2[a, b]. L’erreur locale d’intégration pour la méthode de Newton-Cotes àk + 1

points (interpolationPk) est au plus unO(hk+2) si k est paire.

3.2 Stabilité

Par une interpolationPk, l’erreur locale est décroissante aveck (pourh << 1). Cela suggère de choisir
k grand. La suite va montrer que ce choix n’est pas forcément judicieux.

DÉFINITION III.3.4
Une formule de quadratureIn est dite stable s’il existe une constanteM indépendante den tel que

n
∑

k=0

|An
k | ≤ M,

avec

In =

n
∑

k=0

An
k .

Cette notion de stabilité assure que si les calculs de la formule de quadrature sont entachés d’erreur, le
cumul des erreurs sera contrôlé lorsquen tend vers l’infini.

PROPOSITION III.3.5
Les formules de Newton-Cotes sont instables pour une interpolationPn lorsquen tend vers l’infini.

PROPOSITION III.3.6
Les formules de quadrature basées sur une juxtaposition d’interpolationPk (k fixé) (III.2.1) sont stables.

3.3 Convergence

DÉFINITION III.3.7
Soit f une fonction définie sur[a, b]. Soit {x0, x1, · · · , xn} une subdivision de[a, b] respectant la pro-
priété de répartition quasi-uniforme, ie, il existeC > 0 tel que

a = x0 < x1 < · · · < xn = b, ∀0 < i ≤ n, |xi+1 − xi| ≤ C
b − a

n
.

Soient(Ak
n)k les coefficients d’une formule de quadrature en ces points. La formule de quadratureIn =

∑n
k=0 An

kf(xk) est convergente lorsquen tend vers l’infini si

lim
n→∞

In = I =

∫ b

a
f(x)dx.
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REMARQUE III.3.1 Cette notion de convergence est théorique, elle ne tient pas compte des erreurs lors
du calcul deIn. Pour s’assurer de la validité d’une ḿethode, on s’assurera de la convergenceet de la
stabilité de la ḿethode.

THÉORÈME III.3.8
Soitf une fonctionC k+1[a, b]. Soit{x0, x1, · · · , xn} une subdivision de[a, b] respectant la propriété de
répartition quasi-uniforme. Alors, les formules de quadrature basées sur une juxtaposition d’interpolation
Pl (l ≤ k, k fixé) (III.2.1) sont convergentes.

4 Formule de Gauss

Soit {x0, x1, · · · , xn} une subdivision de[a, b]. On considère une formule de quadrature àn + 1 points
qui s’écrit

n
∑

k=0

An
kf(xk). (III.4.1)

L’objectif est de choisir les points de la subdivision ainsique les coefficients de la formule de quadrature
afin que l’erreur soit la plus petite possible pour aprocher

∫ b

a
f(x)dx.

On dispose ainsi de2n + 2 degrés de libertés (lesn + 1 coefficientsAn
k et lesn + 1 pointsxk). On va

faire en sorte que la formule de quadrature soit exacte sur unespace vectoriel de fonctions de dimension
2n + 2. On choisit l’espace vectorielP2n+1.

PROPOSITION III.4.1
La formule de quadrature (III.4.1) est exacte sur l’espace vectorielP2n+1 si et seulement si
– la formule de quadrature (III.4.1) est exacte sur l’espacevectorielPn

– ∀ q ∈ N, q ≤ n,
∫ b

a
xqv(x)dx = 0, v(x) =

n
∏

i=0

(x − xi).

PROPOSITION III.4.2
Il existe une unique subdivision de[a, b], {x0, x1, · · · , xn}, telle que siv(x) =

∏n
i=0(x − xi), alors,

∀ q ∈ N, q ≤ n,
∫ b

a
xqv(x)dx = 0.

THÉORÈME III.4.3
Pour la subdivision obtenue à la proposition précédente, les coefficients de la formule de quadrature
(III.4.1) s’écrivent

An
k =

∫ b

a

n
∏

i=0,i6=k

(x − xi)
2

n
∏

i=0,i6=k

(xk − xi)
2

dx.
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De plus, la formule de quadrature est stable.

5 Méthode de Romberg

Voir TD.
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Chapitre IV

Equations différentielles ordinaires et
approximation numérique.

1 EDO et mod́elisation

On s’intéresse aux équations différentielles ordinaire (EDO) du premier ordre. Ce sont des équations
dont l’inconnue est une fonction (d’une variable réelle àvaleurs dansRn) dont la dérivée s’exprime en
fonction d’elle même : Soitt → u(t) une solution de

u′(t) = f(t, u(t)).

Ces problèmes n’ont pas toujours de solutions, ou les solutions existent éventuellement que sur des
intervalles courtst ∈]t0, t1[. L’étude fine de l’existence relève du programme de L3-Math et ne sera que
brièvement abordée ici.

Les équations issues de la Physique, mécanique, chimie,... s’écrivent souvent sous forme d’équations
différentielles. En effet, on est souvent en mesure de mod´eliser l’accroissement d’une quantité inconnue
en fonction d’elle même. Cela concerne souvent des problèmes où la variable de l’inconnue est le temps,
c’est pourquoi on choisira d’appelert la variable de la fonction inconnue.

Exemple1 : la mécanique du point. On décrit la vitesse (vecteur deR3) d’une particule par la dérivée de
sa position (vecteur deR3) :

v(t) = x′(t).

La vitesse répond à la loi fondamentale de la dynamique (Newton) :

v′(t) = f,

où f est la force par unité de masse agissant sur le point. Par exemple, f est une force de frottement
proportionnelle à la vitesse du point :

v′(t) = − 1

m
v(t).
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Autre exemple, la force dépend de la positionx, on est ramené au système d’EDO :

x′(t) = v(t),

v′(t) = f(x(t)).

Exemple2 :la Chimie. Les réactions chimiques sont décrites par des EDO. On quantifie l’accroissement
d’une concentration chimique en lisant la réaction chimique et l’échelle de temps associé à la réaction
(ki). Soit une réaction chimique affectant les espèces chimiquesA, B C etD :

A + B −→k1 C

C + D −→k2 A

On en déduit le système décrivant l’accroissement des différentes concentrations chimiquesa, b, c et d
des espècesA, B, C etD en construit le système ainsi :

a′(t) = −k1a(t)b(t) + k2c(t)d(t),

b′(t) = −k1a(t)b(t),

c′(t) = +k1a(t)b(t) − k2c(t)d(t),

d′(t) = −k2c(t)d(t).

Pour plus de détail et en particulier pour intégrer la notion d’ordre de réaction chimique, se référer à [1].
Les deux réactions chimiques sont supposées d’ordre 1 ici.

Exemple3 : Dynamique des populations. On s’intéresse à l’évolution d’une ou plusieurs densité de
populations.
Un modèle à croissance Maltusienne est décrit par l’acroissement d’une population qui est proportionelle
à sa population (aucun facteur ne limite la reproduction, ni n’augmente la mortalité, qui sont uniformes
dans le temps) :

P ′(t) = nP (t).

La population est alors à croissance exponentielle ou décroissance exponentielle selon le signe den
correspondant au fait que la natalité l’emporte ou non sur la mortalité.
Un modèle prédateur-proie couple l’évolution de deux populations :

L′(t) = nlL(t) − cpL(t)R(t),

R′(t) = −mrR(t) + cvL(t)R(t).

Pour un modèle à une espèce, un terme logistique exprime que la population est un prédateur pour elle-
même.

P ′(t) = nP (t) − cP 2(t) = nP (t)(1 − c

n
P (t)). (IV.1.1)

Le facteurn/c s’appelle la capacité d’accueil du milieu. La population se régule vers la capacité d’accueil
du milieu, comme le montre la solution sur la figure 1 où la capacité d’accueil est de10.

La donnée de l’EDO ne suffit pas à définir une solution unique, on précise alors une donnée initiale : la
connaissance de la solution à un instant donné. L’EDO et une donnée initiale définissent un problème de
Cauchy.
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FIG. 1.1 – Solutions de (IV.1.1), graphe deP en fonction det.

2 Problèmes de Cauchy

DÉFINITION IV.2.1
On appelle problème de Cauchy du premier orde, la donnée d’une EDO du premier ordre associé à une
condition initiale (ou donnée initiale) :

u′(t) = f(t, u(t)), (IV.2.1)

u(t0) = u0,

où la fonction inconnueu vérifieu(t) ∈ R
n.
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2.1 Existence de solutions
THÉORÈME IV.2.2
(Cauchy-Lipschitz.) On suppose quef est continue deI × R

n dansR
n avecI un intervalle contenant

t0. On suppose de plus quef est localement Lischitzienne par rapport au deuxième argument, ie

∀ t ∈ I, ∀ B ⊂ R
n, ∃C ∈ R etη > 0 tels que

∀ s ∈ I ∩ [t − η, t + η], ∀ (u, v) ∈ B2, |f(s, u) − f(s, v)| ≤ C|u − v|.

(|.| désigne la norme deRn.) Alors, il existe(t1, t2) ∈ I2, t1 < t0, t2 > t0, et une unique solutionu de
(IV.2.1) défini sur[t1, t2] noté([t1, t2], u).

On attache à la notion de solution, l’intervalle sur lequelon définit une solution. On cherche en général
à définir la solution sur le plus grand intervalle possible.

DÉFINITION IV.2.3
Soit (I1, u1) et (I2, u2) deux solutions de (IV.2.1) tels queI1 ⊂ I2, on au1 = u2|I1 par unicité de la
solution.
On dit que(I2, u2) prolonge(I1, u1).

REMARQUE IV.2.1 Le th́eor̀eme IV.2.2 prouve l’existence d’une solution dite locale. Si on sait prolon-
ger la solution surI tout entier, on parlera de solution globale surI. Si la solution est prolonǵee sur
]t1, t2[⊂ I de sorte que la solution ne puisse plusêtre prolonǵee : limt→t−1

u(t) /∈ R
n ou t1 = inf I, et

limt→t−1
u(t) /∈ R

n ou t2 = sup I, la solution(]t1, t2[, u) est dite maximale. Ainsi, sous les hypothèses

du th́eor̀eme IV.2.2 de Cauchy-Lipschitz, il existe une unique solution maximale(I, u).

REMARQUE IV.2.2 Si f estC1(I × R
n) alors f est continue et localement Lipschitz, elle vérifie donc

les hypoth̀eses du th́eor̀eme IV.2.2.

Exemple1 : le problème suivant ne possède pas de solutions globales sur R autre que0 :

u′(t) = u2(t), (IV.2.2)

u(t0) = u0 ∈ R.

On peut appliquer le théorème IV.2.2 en vérifiant le caractère localement Lipschitz dex → x2. Il existe
donc une unique solution locale à (IV.2.2). On peut vérifier que cette solution s’écrit, siu0 6= 0 :

u(t) =
1

1
u0

− t
.

Si u0 > 0 la solution maximale est(] −∞, 1
u0

[, u).

Si u0 < 0 la solution maximale est(] 1
u0

,+∞[, u).
Les solutions sont représentées sur le graphe 2.1.
Exemple2 : on propose le problème de Cauchy suivant où l’inconnue estune fonction deR2 dansR2 :

u′(t) = −v(t) − 0, 05u(t) + cos(2u(t)),

v′(t) = u(t) − 0, 05v(t) + sin(2v(t)), (IV.2.3)

u(t0) = u0 ∈ R,

v(t0) = v0 ∈ R.
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FIG. 2.1 – Solutions de (IV.2.2), graphe deu en fonction det.

On peut appliquer le théorème IV.2.2 en vérifiant la régularité C
1 de l’application deR2 dansR2 définie

par
(

x
y

)

−→
(

−y − 0, 05x + cos(2x)
x − 0, 05y + sin(2y)

)

.

Il existe donc une unique solution locale à (IV.2.3). On pourra vérifier par la suite que la solution globale
existe.
On choisit de représenter graphiquement les solutions de système2 × 2 dans le plan de phase,ie en
portantu en abscisse etv en ordonnée et en représentant la solution paramétrée par le tempst, voir
figure 2.2.

Exemple3 : Voici un exemple de non unicité de la solution lorsque l’hypothèse Lipschitz n’est pas
réalisée pourf :

u′(t) =
√

u(t), (IV.2.4)

u(t0) = 0 ∈ R.

On note que la fonction racine carré n’est pas Lipschitz au voisinage de0 (tangente verticale en zéro sur
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FIG. 2.2 – Solutions de (IV.2.3) dans le plan de phase,t ∈ [0, 10].

le graphe de la fonction racine carré). On remarque que0 est solution pour tout temps, mais n’est pas la
seule solution. En effetu(t) = (1/2t)2 est aussi solution surR+.

2.2 Propriétés qualitatives

Pour montrer qu’une solution est globale, on montre que la solution est bornée sur tout intervalle borné
inclus dansI. Pour cela, on peut utiliser des propriétés de comparaison de solution ou le lemme de
Gronwall.

PROPOSITION IV.2.4
Soienta et b deux fonctions rélles continues sur[t0, t

∗[ etu dérivable sur[t0, t∗[ tel que

∀t ∈ [t0, t
∗[, u′(t) ≤ a(t)u(t) + b(t).

Alors,

∀t ∈ [t0, t
∗[, u(t) ≤ u(t0) + exp(

∫ t

t0

a(τ)dτ) +

∫ t

t0

exp(

∫ t

s
a(τ)dτ)b(s)ds.

PROPOSITION IV.2.5
(lemme de Gronwall.) Sia est une fonctionC1(R, R), si b etu sont deux fonctionsC0(R, R) telles que

u(t) ≤ u0 +

∫ t

t0

a(s)u(s)ds +

∫ t

t0

b(s)ds,
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alors,

u(t) ≤ u0 exp

(
∫ t

t0

a(s)ds

)

+

∫ t

t0

exp

(
∫ t

s
a(τ)dτb(s)ds

)

.

REMARQUE IV.2.3 Ces deux propostions ne s’applique pas que pour des EDO d’inconnueu(t) ∈ R.
On peut les appliquer aux système d’EDO d’inconnueU(t) ∈ R

n en travaillant sur une ińegalit́e v́erifiée
par u(t) = ‖U(t)‖2

Rn où tout autre norme ou quantité scalaire qui est une fonction deU(t).

Exemple : Soit le système d’EDO défini par

u′(t) = −u(t)v(t),

v′(t) = u2(t), (IV.2.5)

u(t0) = u0 ∈ R, v(t0) = v0 ∈ R.

Le théorème IV.2.2 assure l’existence d’une unique solution locale. On montre maintenant que la solution
est globale surI = R. En effet la solution est bornée pour tout temps :

(u2(t) + v2(t))′ = 2u(t)u′(t) + 2v(t)v′(t) = −2u2(t)v(t) + 2u2(t)v(t) = 0.

Sur le graphe 2.3, on voit en effet que le graphe de la solutiondans le plan de phase est inclus dans un
cercle centré à l’origine. La solution converge asymptotiquement vers le point(0,

√

u2
0 + v2

0).
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FIG. 2.3 – Solutions de (IV.2.5) dans le plan de phase.
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Exemple : Le système d’EDO suivant, défini par

u′(t) = −v(t),

v′(t) = u(t), (IV.2.6)

u(t0) = u0 ∈ R, v(t0) = v0 ∈ R,

réalise la même propriété de conservation. En effet,

(u2(t) + v2(t))′ = 2u(t)u′(t) + 2v(t)v′(t) = −2u(t)v(t) + 2u(t)v(t) = 0.

Sur le graphe 2.4, on voit en effet que le graphe de la solutiondans le plan de phase décrit un cercle
centrée en l’origine.
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FIG. 2.4 – Solutions de (IV.2.6) dans le plan de phase.

PROPOSITION IV.2.6
(Positivité.) On suppose qu’un système d’EDO peut s’écrire sous la forme,

u′(t) = u(t)g(t, u(t), v(t)),

v′(t) = h(t, u(t), v(t)), (IV.2.7)

u(t0) = u0 ∈ R, v(t0) = v0 ∈ R
n,

avecg eth continues et localement lipschitz par rapport à l’argument (u, v).
Alors, il existe une unique solution maximale(I, (u, v)) telle que

∀ t ∈ I, u(t)u0 > 0 si u0 6= 0.

∀ t ∈ I, u(t) = 0 si u0 = 0.
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Exemple : Le système d’EDO suivant, l’oregonateur, décrit un modèle simplifié de réaction chimique.

u′(t) =,

v′(t) =, (IV.2.8)

u(t0) = u0 ∈ R, v(t0) = v0 ∈ R,

où.... Les concentrations intiales sont positives. D’après la proposition IV.2.6, on peut montrer que les
concentrations restent positives au cours du temps. Le graphe des solutions de (IV.2.8) est donnée sur la
figure 2.5. On renvoie à [2] pour plus de détails.
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FIG. 2.5 – Solutions de (IV.2.8) dans le plan de phase.

Exemple : Le système d’EDO suivant, le système de Lorentz, est repr´esenté par le graphe 2.6. Il met en
évidence le caractère chaotique (sensibilité aux perturbations) des trajectoires qu’un système non-linéaire
d’EDO deR

3 peut générer.

x′(t) = 10(y − x),

y′(t) = 28x − y − xz, (IV.2.9)

z′(t) = −8

3
z + xy,

x(0) = −10, y(0) = 10, z(0) = 25.
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FIG. 2.6 – Solution de (IV.2.9) dans le plan de phase,0 ≤ t ≤ 60.

3 Dicrétisation des EDO

Les solutions des systèmes rencontrés précédemment possèdent rarement des solutions explicites. On
propose alors une méthode approchée pour représenter les solutions comme on peut les voir sur les
différentes figures présentées ci-dessus.

3.1 Introduction d’un schéma

3.1.1 Approximation de la d́erivée

Soitu une fonction dérivable deR dansRn. Par définition de la dérivée, on a

u′(t) = lim
∆t→0

u(t + ∆t) − u(t)

∆t
.

Pour construire des solutions approchées des EDO, on va remplacer la dérivée de u par la quantité

u(t + ∆t) − u(t)

∆t
,

pour ∆t > 0 fixé à une ”petite” valeur. On appellera∆t le pas de temps et on cherchera la fonction
inconnueu à travers une suite discrète de valeurs approchées(u(k∆t))k. On va définir une telle suite
par récurrence à l’aide d’une approximation de l’EDO.
On appelera discrétisation de l’EDO cette méthode qui consiste à transformer un problème continue
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(l’inconnue est une fonction de la variable réelle) en un problème discret (l’inconnue est une suite appro-
chant la solution en un ensemble discret de pointsk∆t). L’équation discrète remplaçant l’EDO s’appelle
le schéma numérique.

3.1.2 Sch́ema d’Euler explicite

Le schéma d’Euler est le schéma numérique le plus simple `a construire. On approche l’équation définie
pourt ∈ R

+,

u′(t) = f(t, u(t)),

u(0) = u,

par le schéma

∀ n ∈ N,
un+1 − un

∆t
= f(tn, un), (IV.3.1)

u0 = u,

où tn = n∆t etun est censé approcheru(tn).
Ce schéma est explicite au sens où la suite(un)n est définie explicitement par la formule de récurrence,

un+1 = un + ∆tf(tn, un).

3.1.3 Sch́ema d’Euler implicite

Le schéma d’Euler implicite est construit selon le même principe mais avec la fonctionf évaluée au
tempstn+1 :

∀ n ∈ N,
un+1 − un

∆t
= f(tn+1, un+1), (IV.3.2)

u0 = u.

Le schéma est ici implicite car, pourun connu, on doit trouverun+1 comme solution de (IV.3.2). C’est
un problème qui revient à rechercher le zéro d’une fonction comme étudié au premier chapitre.

3.2 Convergence d’un sch́ema

L’objectif est de montrer que lorsque le pas de temps tend vers zéro, la solution approchée construite par
le schéma numérique converge vers la solution de l’EDO.
On s’intéresse aux schémas dits à un pas définis de la façon suivante

∀ n ∈ N, un+1 = F (tn, un,∆t), (IV.3.3)

u0 donné dansRn.

Pour le schéma d’Euler explicite,F s’exprime comme,

F (tn, un,∆t) = un + ∆tf(tn, un).
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3.2.1 Convergence

DÉFINITION IV.3.1
Soit une fonctionu solution d’une EDO définie sur[0, T ] au moins telle queu(0) = u∗. Un schéma est
dit convergent si

lim
u0→u∗

lim
∆t→0

max
n≤ T

∆t

|un − u(tn)| = 0.

REMARQUE IV.3.1 Dans cette d́efinition de convergence, on s’assure que l’erreur sur la donnée ini-
tiale (erreur machine par exemple) se contrôle au cours des itérations du sch́ema. Pour approcher le
tempsT > 0, le nombre d’it́erations tend vers l’infini quand∆t tend vers źero. Ainsi la d́efinition de
convergence ŕeclame que le cumul des erreurs faitesà chaque it́eration tend vers źero alors que le nombre
d’it érations tend vers l’infini.

3.2.2 Consistance

La consistance d’un schéma consiste à s’assurer que l’erreur commise sur une itération du schéma est
suffisamment faible.

DÉFINITION IV.3.2
Un schéma défini par (IV.3.3) est dit consistant avec la solution u si

lim
u0→u∗

|T/∆t|
∑

n=0

|u(tn+1) − F (tn, u(tn),∆t)| = 0.

REMARQUE IV.3.2 Dans cette d́efinition, on aura remarquer queF (tn, u(tn),∆t)| correspondà la
prédiction de la solution au tempstn+1 par le sch́ema (IV.3.3)̀a partir de la solution exacte au temps
tn : u(tn).
Une condition suffisante de consistance est

∀ n ≤ T

∆t
, |u(tn+1) − F (tn, u(tn)| ≤ ∆tg(∆t),

avecg une fonction continue telle queg(0) = 0.
La consistance n’assure pas la convergence du schéma car la notion de consistance ne tient pas compte
du cumul des erreurs.

3.2.3 Stabilit́e

La stabilité d’un schéma assure que le cumul des erreurs commises au cours des itérations par le schéma
est contrôlé.

DÉFINITION IV.3.3
Un schéma défini par (IV.3.3) est dit stable s’il existe∆t∗ > 0 et M > 0 tel que pour toutu0 ∈ R

n,
v0 ∈ R

n,

∀ ∆t ≤ ∆t∗, ∀(εn)n, εn ∈ R,
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la suite(un)n définie par (IV.3.3) et la suite(vn)n définie par

∀ n ∈ N, vn+1 = F (tn, vn,∆t) + εn,

v0 donné dansRn,

vérifient

∀ n ≤ T

∆t
, |un − vn| ≤ M(|u0 − v0| +

n−1
∑

k=0

|εk|.

THÉORÈME IV.3.4
Si le schéma (IV.3.3) est tel queF est lipschitz par rapport à l’argumentun, et est consistant et stable,
alors le schéma est convergent.

REMARQUE IV.3.3 La consistance du schéma d́ecoule d’un choix raisonable du schéma. La stabilit́e
est toujours acquise dès lors que∆t∗ est suffisamment petit et que la propriét́e lipschitz deF est v́erifiée.
Néanmoins, cette propriét́e ”automatique” n’est pas vrai pour deśequations plus ǵeńerales que les EDO
étudíees ici.

3.3 Sch́ema numérique et propri étés qualitatives

3.3.1 Sch́ema implicite et A-stabilité

Un schéma nunérique normalement construit est toujours stable pour des pas de temps petits. Pour éviter
qu’un programme plante à cause d’un pas de temps trop grand n’assurant pas la propriété de stabilité, il
est intéressant de construire des schémas stables inconditionnellement sur le pas de temps.
Nous allons mettre en évidence le phénomène d’instabilité sur l’EDO suivante

u′(t) = −λu(t), avecλ > 0.

On connaı̂t explicitement la solution :u(t) = u(0) exp(−λt) qui est une solution bornée pourt ≥ 0 et
tendant vers0 quandt tend vers l’infini.
Le schéma d’Euler explicite (IV.3.1) appliqué à cette équation donne

un+1 = (1 − λ∆t)un.

C’est une suite géométrique de raison1 − λ∆t. Si ∆t > 2/λ, la suite est alternée et divergente. Le
schéma ne respecte alors ni la conservation du signe de la solution (u(t) du même signe que la donnée
initiale), ni la convergence en+∞. Le programme va planter sur la machine ! En revanche, si∆t est
suffisament petit, ce phénomène d’instabilité n’a pas lieu.
Pour ce type de problème, le recours aux schémas impliciteélimine ces problèmes de stabilité conditio-
nelle sur le pas de temps. Le schema d’Euler implicite (IV.3.2) appliqué à la même équation donne

un+1 =
1

1 + λ∆t
un.

On a ainsi construit une suite géométrique de raison positive et strictement plus petite que1. La suite est
donc du signe de la donnée initiale et décroissante vers z´ero.

DÉFINITION IV.3.5
Lorsque le schéma génère une suite bornée, on dit que le schéma est A-stable. Lorsque cette propriété
est vrai pour tout∆t, on dit que le schéma est inconditionnellement A-stable.
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3.3.2 Sch́ema conservatif pouréquation conservative

On s’intéresse à nouveau aux EDO qui possède une propriété de conservation. C’est le cas de (IV.2.5)
et (IV.2.6) vus précédemment. On cherche alors un schémaqui vérifie la propriété de conservation.
Reprenons un exemple d’EDO surR

2 qui vérifie la conservation de la norme euclidienne de la solution :
Soit,

u′(t) = f(t, u(t), v(t))v(t) (IV.3.4)

v′(t) = −f(t, u(t), v(t))u(t), (IV.3.5)

u(0) = u0, (IV.3.6)

v(0) = v0. (IV.3.7)

On a la conservationu2(t) + v2(t) = u2
0 + v2

0 .
Le schéma d’Euler explicite appliqué à cet équation donne

un+1 − un

∆t
= f(tn, un, vn)vn,

vn+1 − vn

∆t
= −f(tn, un, vn)un.

Par multiplication parun la première équation et parvn la deuxième équation, on a

(un+1 − un)un + (vn+1 − vn)vn = 0.

D’après l’inégalité,

ab ≤ 1

2
(a2 + b2),

on montre que
u2

n + v2
n ≤ u2

n+1 + v2
n+1,

et l’égalité n’a lieu que siun+1 = un et vn+1 = vn. Le schéma ne conserve donc pas la norme, il
l’amplifie inexorablement.
Le même calcul montre que le schéma d’Euler implicite ne conserve pas la norme, il l’écrase.
Un schéma adapté à l’EDO (IV.3.7) est le suivant :

un+1 − un

∆t
= f(tn, un, vn)

vn + vn+1

2
,

vn+1 − vn

∆t
= −f(tn, un, vn)

un + un+1

2
.

En effet, en multipliant parun +un+1 la première équation et parvn + vn+1 la seconde, on obtient après
sommation,

u2
n+1 − u2

n + v2
n+1 − v2

n = 0.

Le schéma ainsi construit est conservatif. De ce fait, il est également inconditionnellement A-stable.

3.4 Ordre d’un schéma numérique

Naturellement, on souhaite une erreur d’approximation la plus faible possible pour un pas de temps
donné. On s’intéresse alors à la taille de l’erreur locale (ie l’erreur de consistance) en fonction du pas de
temps. L’odre d’un schéma va caractériser la précision du schéma.
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3.4.1 D́efinition

DÉFINITION IV.3.6
On dit qu’un schéma défini par (IV.3.3) est d’ordrep pour p ≥ 1 si, pourT > 0 donné, il existe une
constante réelleC telle que

|T/∆t|
∑

n=0

|u(tn+1) − F (tn, u(tn),∆t)| ≤ C∆tp.

Pour qu’un schéma soit d’ordrep, il suffit que l’erreur locale soit contrôlée de la façon suivante :

∀ n ≤ T

∆t
, |u(tn+1) − F (tn, u(tn),∆t)| ≤ C∆tp+1.

3.4.2 Sch́ema d’Euler et Cranck-Nickolson

PROPOSITION IV.3.7
Les schéma d’Euler explicite (IV.3.1) et implicite (IV.3.2) sont d’ordre 1.

PROPOSITION IV.3.8
Le schéma de Crank-Nickolson défini par (IV.3.8) est d’ordre 2.

un+1 − un

∆t
= f(

tn + tn+1

2
,
un + un+1

2
). (IV.3.8)

3.4.3 Méthode de Runge et Kutta

On construit facilement des schémas d’ordre élevé à l’aide d’une technique basée sur les formules de
quadrature vues au chapitre 3. Ces ont les schémas de Runge-Kutta.
L’idée est la suivante. Pour approcher l’EDOu′(t) = f(t, u(t)) sur un pas de temps, on intègre l’EDO
sur un pas de temps en vue d’approcher l’intégrale par une formule de quadrature :

u(tn+1) = u(tn) +

∫ tn+1

tn

f(s, u(s))ds.

On note que cette formule, bien qu’exacte, est totalement implicite. On fait comme si l’on connaissait
u sur [tn, tn+1] et on applique une formule de quadrature pour approcher l’intégrale. On obtient alors le
schéma numérique :

un+1 = un + ∆t

q
∑

j=1

bjf(tnj
, unj

).

Les coefficients∆tbj sont les coefficients de la formule de quadrature. Les temps intermédiaires sont
définis par

tnj
= tn + cj∆t

et les approximationsunj
deu au tempstnj

sont également donnés par une formule de quadrature :

unj
= un + ∆t

q
∑

k=1

aj,kf(tnk
, unk

).
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On pourra choisir lesaj,k de cette dernière formule de quadrature tels queaj,k = 0 pourk < j afin que
le calcul deunj

soit explicite dès lors qu’il est effectué dans l’ordre croissant desj. De même, on pourra
choisir lesaj,k de cette dernière formule de quadrature tels queaj,k = 0 pourk > j afin que le calcul de
unj

soit explicite dès lors qu’il est effectué dans l’ordre d´ecroissant desj.
On représente l’ensemble des coefficients à l’aide du tableau suivant

c1 a11 · · · a1q
... · · · · · · · · ·
cq aq1 · · · aqq

b1 · · · bq

Le schéma est explicite pour des coefficients correspondant aux tableaux

c1 0 · · · a1q
... 0

. ..
...

cq 0 0 0

b1 · · · bq

c1 0 0 0
... · · · . . .

...
cq aq1 · · · 0

b1 · · · bq

Exemple :Le schéma d’Euler explicite s’obtient par la formule de quadrature des rectangles à gauche :

0 0

1
.

Le schéma d’Euler implicite s’obtient par la formule de quadrature des rectangles à droite :

1 1

1
.

Le schéma connu sous le nom de Runge Kutta d’ordre 2 (RK2) s’´ecrit :

0 0 0
1
2

1
2 0

0 1

Le schéma connu sous le nom de Runge Kutta d’ordre 4 (RK4) s’´ecrit :

0 0 0 0 0
1
2

1
2 0 0 0

1
2 0 1

2 0 0
1 0 0 1 0

1
6

1
3

1
3

1
6

4 Exercices

Exercice 1.11.Soit l’équation différentielle ordinaire suivante :

u′(t) = −u(t)(u(t) − 1)(u(t) + 1)

u(0) = u0
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1. Montrer qu’il existeT > 0 et une unique solutionC∞(0, T ).

2. Montrer que si−1 ≤ u0 ≤ 1 alors−1 ≤ u(t) ≤ 1, pourt > 0.

3. Montrer que siu0 > 1 alorsu est décroissante surR
+.

4. Montrer que siu0 < −1 alorsu est croissante surR+.

5. Siu0 > 1, on considère le schéma semi-implicite

un+1 − un

∆t
= −un(un+1 − 1)(un + 1).

Montrer que ce schéma est A-stable siu0 > 0, sans condition sur le pas de temps.

6. Construire un schéma semi-implicite pouru0 < 0, afin qu’il soit inconditionnellement A-stable.

Exercice 1.12.Soit le système d’équations différentielles ordinaires suivant :

u′(t) = −v(t),

v′(t) = u(t),

u(0) = u0,

v(0) = v0.

1. Montrer qu’il existe une unique solution globale à ce système. (Indication : on ajoutera les deux
équations multipliées paru etv respectivement).

2. Ecrire le schéma d’Euler explicite et compareru2
n + v2

n àu2
n+1 + v2

n+1.

3. Ecrire le schéma d’Euler implicite et compareru2
n + v2

n àu2
n+1 + v2

n+1.

4. Soit le schéma de Cranck-Nicolson :

un+1 − un

∆t
= −1

2
(vn + vn+1),

vn+1 − vn

∆t
=

1

2
(un + un+1).

Montrer que ce schéma vérifie la propriété du problème continue :

u2
n + v2

n = u2
n+1 + v2

n+1.

Exercice 1.13.Soit le système d’équations différentielles ordinaires suivant :

u′(t) = −(u2(t) + v2(t))v(t),

v′(t) = (u2(t) + v2(t))u(t),

u(0) = u0,

v(0) = v0.

1. Montrer qu’il existe une unique solution globale à ce système en montrant queu2(t) + v2(t) est
constant au court du temps.

2. Ecrire un schéma qui possède la même propriété de conservation que le problème continu.



50 Chapitre IV. Equations diff érentielles ordinaires et approximation nuḿerique.

Exercice 1.14. On suppose quef est une fonctionC2 de R
+ × R

d à valeurR
d. Soit l’équation

différentielle ordinaire

u′(t) = f(t, u(t))

u(0) = u0.

1. Montrer qu’il existe une unique solution localeu, avecu ∈ C3(0, T, Rd), oùT est pris suffisament
petit.

2. Soit le schéma d’Euler explicite

un+1 − un

∆t
= f(tn, un),

u0 = u0.

Montrer que ce schéma est d’ordre 1.

3. Soit le schéma d’Euler implicite

un+1 − un

∆t
= f(tn+1, un+1),

u0 = u0.

Montrer que ce schéma est d’ordre 1.

4. Soit le schéma de Cranck-Nicolson

un+1 − un

∆t
= f(tn+1/2,

un+1 + un

2
),

u0 = u0.

Montrer que ce schéma est d’ordre 2.
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Chapitre V

Résolution de syst̀emes lińeaires.

1 Méthodes directes

1.1 Remont́ee

1.2 Méthode de Gauss et factorisation LU

1.3 Pivot de Gauss

1.4 Factorisation de Cholesky

2 Méthodes it́eratives

2.1 Jacobi

2.2 Gauss-Seidel
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