SEATECH-Mécanique numérique 2017

Examen - Documents autorisés.
Durée: 1 heure.

1. Proposer la formule de Green pour l'intégrale suivante lorsque U et V sont deux fonctions
régulicres de Q C R? dans IR®:

/ rotU(z) - V(z) dz,
Q

ou rot désigne le rotationel. On notera I" le bord de €2, n la normale unitaire sortante a €2 et
x le produit vectoriel sur IR3.
On rappelle la formule de Green

/Qaiu(x)v / Ov(z)u(x) dx +/1“ u(z)v(z)n;(z) dy.
On en déduit que (on note U;y3 = Uy, 0;+3 = 0; par permutation circulaire)
[ @:ati@) = 0l @)Vir(w)do == [ 0aVia@Uila)do+ [ Uia)Vior o) (o) dy
+ /Q 0iVie1(2)Uiys (z) dzx — /F Uit1(2)Vie1(z)ni(z) dy.
Or,
| o) Vi) do - Z [ 0 Ui0) ~ 0V

3 3
> [ AVia@)Uins (@) = 0uaVir @Uia) de = 3 [ OV a(@)Uiis (@) = 0s2Vi@)Vsia o) d

3
ZZ/ 0i41Vi(2)Ui(2) — 0i13Vig1 () Uiy () da,
=179

_ / rotV(z) - U(z) da,
Q

puisque U;12 = U;_1 et 0;413 = 0;, par permutation circulaire.
On a également

Z / Dia(e) = Via(whni(e)Vies (2) dy = [ (U(2) % n(a)) - V(o)
Ainsi,

/QrotU(a:) -V(z)de = /QrotV(x) -U(x)dx + /(U(x) x n(z)) - V(x)dy.

r

2. On considere 'EDP d’évolution suivante d’inconnue u(t,z) € IR3, p € IR:
p(Owu(t,z) +u - Vu) + Vp(t,z) =0, (t,z) € R x R3,
op(t, ) + div (p(t, z)u(t,z)) =0, (t,z) € R x IR3,

_ 1 _
pt,z) =p+ 5 (p(t,2) —p),
w(0,2) = uo(x), p(0,2) = po(x),



ol p >0, p, ¢ >0 sont des réels fixés.

(a) Donner une interprétation physique de ce systéme d’EDP.
On reconnailt la forme non conservative de la conservation de quantité de mouvement pour
un fluide de densité p et de vitesse u, soumis a la pression p, en premiere équation ainsi que
I’équation de conservation de la masse en deuxieme équation. La troisieme équation est une loi
d’état linéarisée autour de I’état (p, D). On a donc I’équation d’Euler compressible pour une loi
d’état linéarisée.

(b) On suppose que la donnée initiale est une perturbation de 1’état au repos (0,p) (ug
supposé petit, po — P supposé petit et p —p supposé petit). On note &« = u—0, p = p—p,
p = p — p. Justifier formellement que

poyi(t, x) + Vp(t,z) ~ 0, (t,z) € R x R3,
op(t, x) + pc*div (a(t,z)) ~ 0, (t,z) € R x IR,
w(0,2) = uo(z), p(0,z) = po(x) —p.
On linéarise cette équation autour de I’état (0,P). Le seul terme nonlinéaire (terme d’inertie)

est linéarisé autour de 0, son linéarisé est donc nul, il ne reste que la partie linéaire de I’équation
vérifiée par la perturbation

a(t,x) = u(t,z) — 0, p(t,z) =p(t,z) — D

qui vérifie bien la condition initiale proposée. On note qu’on a exploité 9;p(t,z) = C%atﬁ(t,x)
par linéarité de la loi d’état.

Pour une loi d’état quelconque et nonlinéaire, I’exercice est un petit peu plus technique car il
faut linéariser la loi d’état.

(¢) En déduire que

83]5@71.) - 02 Aﬁ(tv‘r) ~ 07 (t,l’) € R x IR'37
B(0,2) = po(x) = P, 9p(0, ) = —pc’div (uo())-
et donner le nom de cette équation.
On dérive en temps la deuxieme équation et on injecte la premiere équation, on trouve bien

I’équation des ondes proposée. La donnée initiale 9;p(0, x) est obtenue par la deuxieme équation
at=0.

3. On considere 'EDP
p(t,z) — ¢ Ap(t,x) =0, (t,z) € R x R?,
p(07x) = pO(x)v atp(07x) = pl(x)
(a) Appliquer la transformée de Fourier en espace et en déduire 1’équation différentielle

vérifiée par p(t,§).

Fp(t,€) + lEPp(t,€) =0, (1,6) € R x R?,
ﬁ(tvg) = ﬁO(£)7 3tp(t,§) = ]51(5)



(b)

Expliciter la solution. On a obtenu une EDO paramétrée par la fréquence £. La solution
s’écrit
p(t, &) = A(§) cos(cl¢[t) + B(&) sin(c[€]t),
avec A et B des constantes dépendantes de la fréquences a déterminer en fonction des données
initiales po(§) et p1(€).
p1(§)

=

Vérifier par une technique d’estimation d’énergie que

/ma Dyt @) ? da + & /1R3 Vp(t, 2 da = /1R3 P12 do + 2 /]RS Vpo? do.

On pensera a multiplier TEDP par 0;p et intégrer en espace. On peut vérifier cette propriété
a l'aide de la transformée de Fourier et de I'expression analytique de p(t,&). On propose de le
faire ici par estimation d’énergie formelle. On remarque que ¢ = 9yp vérifie

A(&) = po(§),  B(&)

1

(O)q = 50"
De plus,
1d )
—Apgde= | Vp-Vgdo=5— | |Vp|"d.
R? R? 2dt JIr?

Ainsi,

14 lq(t,z)]* + 2| Vp(t,z)|* dz = 0

2dt JIR® ’ ’ :

D’ou le résultat apres intégration en temps.
On propose la discrétisation temporelle de pas dt suivante:

1

n+ i n—z T n—
O™ = "2, PP
ot 2
ﬁ(oal‘) :PO($)7 3@(0,56) :Pl(ff)»

=0,

ol 8tp"+% est défini par »
1o ptt —p”
N T

Montrer que

2 2
n+12 € n+12 7. _ n—=12 c n—12
/]Rs\atp 2|da;+2/IR3Vp \dx—/le\atp 2]dw+2/IR3\Vp |“ dx.

On exploite I'identité remarquable

1 _1 1 _1 1 _1
(0" T2 — Oyp™2)(Op" T2 + Op"2) = |O4p" 2|7 — |0p™ 2,

ainsi que
Op"TE O TE = i(p”+1 -p")
ot ’
puis que
pn+1 +pn71 Vpn+1 + vpnfl
- /IRS A" = p" ) d = / oy (VT =V da



On conclut sur le dernier terme a nouveau par 'identité remarquable:

1
(vpn-H _ vpn—l) dr = 5/ \ |vpn+1| _ |vpn—1|2 dr.

Vpn+1 + vpn—l
R? 2

Il ne reste plus qu’a prendre I'expression du schéma, multiplier par 8tp”+% + 8tp"_%, intégrer
en espace et exploiter les identités ci-dessus.



