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1. Organisation

Prérequis

Prérequis
o Calcul différentiel dans R™
@ Analyse L2
o Algébre linéaire L2
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2. Résultats Généraux

2.1 Deéfinitions
2.2 Cas linéaire scalaire
2.3 Cauchy-Lipschitz



2. Cauchy-Lipschitz 1. Défintions 2. Cas linéaire scalaire

Définitions

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, et Q un ouvert non vide de R x E. Soit f une
fonction de classe C' de Q dans E. (On affaiblira cette hypothése ultérieurement).

Définition 1

On appelle solution de I'équation différentielle du 1¢" ordre

X' (1) = f(t, x(t)) 1)
tout couple (I, x) tel que
@ I est un intervalle ouvert non vide de R,
o L'application x :t € I — x(t) € E est une application de classe C',
o Le graphe (t,x(t))te1 est contenu dans Q,
o Vt €1, X/ (t) = f(t,x(t)).

On appelle probléme de Cauchy le systéme

Le couple (tg,xo) est la donnée de Cauchy.
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2. Cauchy-Lipschitz 1. Défintions 2. Cas linéaire scalaire

Définitions

@ E est I'espace des phases, t +— x(t) est une courbe intégrale de I'équation différentielle
ordinaire.

@ Lorsque dimE =1 on dit que I'équation est scalaire, lorsque dimE > 1 on dit que I'on a un
systéme d’'équations différentielles.

n
Si on note (e7,e2,--,en) une base de E dans laquelle f(t,x) = Zfi(t,x)ei, le systéme
i=1
différentiel s'écrit
) = frlgxg(t),x2(t), -y xn(t)
xX5(t) = faltxq(t),x2(t), -, xn(t))
xp(t) = faltxi(t),xa(t), -, xn(t)
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2. Cauchy-Lipschitz 1. Défintions 2. Cas linéaire scalaire

Définitions

Plus généralement, une équation différentielle de la forme
x) (1) = £(t, x(£), X' (8), -+, xTD(2)),

peut s'écrire sous la forme d'un systéme d'EDOs (Equation Différentielle Ordinaire) du premier
ordre en posant

y(t) = (x(1),x' (1), -, xF (@) = (Y1 (1), y2(1), - -, Yk (1),

yit) = ya(b),
yht) = ys(t),
VL) = (60, u2(t) (D),

le prix & payer est une augmentation de la dimension de |'espace des phases.
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2. Cauchy-Lipschitz 1. Défintions 2. Cas linéaire scalaire

Définitions

Définition 2 (Equation différentielle autonome)

L'équation différentielle x/(t) = f(t,x(t)) est dite autonome si la fonction f ne dépend pas du
temps t. On écrit alors x/(t) = f(x(t)).

Définition 3
Soit (I7,%x7) et (Iz,x2) deux solutions de x/(t) = f(t, x(t)).

On dit que (I2,x2) prolonge (Iy,x1) si Iy C I3, Iy # 12 et x2)1, =x1.
Une solution est dite maximale si elle n'admet aucun prolongement.
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2. Cauchy-Lipschitz 1. Défintions 2. Cas linéaire scalaire

Définitions

Définition 4

Soit I un intervalle de R et x : t € I — x(t) € E une application définie sur L.

On appelle extrémité droite (resp. gauche) du couple (I,x) I'ensemble des couples (t*,x™) (resp
(t7,x 7)) ot t* est I'extrémité droite de I (éventuellement +00) et x* un point d’accumulation
de x en t* par valeur inférieure :

It - tT, xT = lim  x(ty)
k—+o0

(resp t™ est I'extrémité gauche de I et x~ un point d’accumulation de x en t—. On note £7(I,x)
I'ensemble des extrémités droites, £ (I, x) I'ensemble des extrémités gauches et on pose

E(Lx)=E (Lx) UET(I,x)

L’ensemble des extrémités droites (resp. gauches) peut étre vide.

Exemple 5

© 110, +ool, x(t) =sin 1, £~(1,x) ={0} x =1, 1}, £+(5,x) = {(+00,0))
1
Q I=]—1,+1[ x(t) = T—a E(L,x) = 0.
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2. Cauchy-Lipschitz 1. Défintions 2. Cas linéaire scalaire

Cas linéaire scalaire

Théoréme 6

Soit 1 un intervalle ouvert de R et a,b deux applications continues de 1 dans R.
Alors I'unique solution maximale (], x) issue de la donnée de Cauchy (to,xo) de I'équation

X' (t) = a(t)x(t) + b(t)

est donnée par | =1 et

t t
x(t) = xpe’ to alridy +J els a(r)dty(5)ds.
to

)

Preuve. Supposons qu'il existe une solution (J,x) de (2) dans (I x R). Posons pour t € J,

y) = e T @y,
Un calcul simple montre que
ot
Yt =e Tio “P My
y(to) = x(to).
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2. Cauchy-Lipschitz 1. Défintions 2. Cas linéaire scalaire

Cas linéaire scalaire

Donc
t

y(t) = x(to) + L ¢
0

Nécessairement,

t t
x(t) = x(to)el to (V4T +J el alMdrp(gyas) t e .
to

Donc, si la solution existe, elle est unique.
Réciproquement, on pose pour t € I,

t t
x(t) = X(to)e‘rto a(t)dT +J ej; a(T]dTb(S)dS.
to

Un calcul immédiat montre que (I, x) est solution.

Tout ceci prouve bien que I'unique solution maximale du probléme est (I, x).
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2. Cauchy-Lipschitz 1. Défintions 2. Cas linéaire scalaire

Cas linéaire scalaire

Proposition 7

Soient a et b deux fonctions continues et x une fonction dérivable définies sur un intervalle
[to,tT[ (tT éventuellement infini).
Si pour tout t € [to,t1[ on a x'(t) < a(t)x(t) + b(t), alors

t t
Vt € fto, t+], x(t) < x(tg)elto 24T +J els a(mdry(g)gs,
to

t
T — d -
Preuve. On multiplie I'inégalité par e Tty alrdr et on intégre sur [tg, t[. |

Lemme 8 (Lemme de Gronwall)

Soient a une fonction continue positive de R dans R, b et x deux fonctions continues de R dans
R. On suppose que x vérifie I'inégalité :

© T

a(s)x(s)ds + J b(s)ds.

vt > to, x(t) <xo +J
to

to
Alors,

+ t
YVt > to, x(t) < xoejto a(r)ar +J els a(t)dTp () ds.
to
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2. Cauchy-Lipschitz 1. Défintions 2. Cas linéaire scalaire

Cas linéaire scalaire

Preuve. Soit .

a(s)x(s)ds + J b(s)ds.

to

t
h(t) =% + J
to

Alors que la fonction x de départ est seulement supposée continue, la fonction h est par contre de
classe C'. Ainsi, par dérivation on obtient, comme a est positif et grace a I'hypothése

W (t) = a(t)x(t) + b(t) < a(t)h(t) +b(t),

ce qui donne d'aprés la proposition 7

N t
R(t) < xgelto (79 +J els aldTy(5)gs,
to

D’ou le résultat vu que x(t) < h(t). |
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2. Cauchy-Lipschitz 1. Défintions 2. Cas linéaire scalaire

Cauchy-Lipschitz

Théoréme 9 (Cauchy-Lipschitz)

Soit f une application de classe C' de Q dans E (plus généralement f continue localement
lipschitzienne par rapport a x) alors

@ Pour toute donnée de Cauchy (to,xo) dans Q, il existe une unique solution maximale (I, x)
de (1) vérifiant to € 1 et x(to) = xo.

@ De plus, les extrémités de la solution maximale (1,x) n’appartiennent pas a Q :
ELx)NQ =0.

Définition 10
Soient Q un ouvert de R X E, ou E est un espace normé, et f: Q — E une application. On note
(t,x) un point de R x E. On dit que f est localement lipschitzienne en x si, pour tout
(to,x0) € Q, il existe un voisinage ouvert V de ce point et une constante k > 0, tels que pour
tout (t,x), (t,y) € V, on ait

It y) — f(&, X)) < Ky —x.
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2. Cauchy-Lipschitz 1. Défintions 2. Cas linéaire scalaire

Cauchy-Lipschitz

Définition 11
On appelle tonneau de sécurité fermé pour f de centre (tg,xo) € Q un ensemble de la forme
T =1x B(xp,r), 7> 0 contenu dans Q, avec [ = [ty — {,tp + €], £ > 0 tel qu'il existe une
constante M > 0 pour laquelle les deux conditions suivantes soient vérifiées

ML <r

[[f(t,x)]] < M, (t,x) €T

Proposition 12

Si f est continue et localement lipschitzienne en x, alors, pour tout (tg,xo) € Q, il existe k > 0 et
un tonneau de sécurité T de centre (to,xo), tel que T C Q et f soit k-lipschitzienne en x au
voisinage de T.

Comme f est continue, pour (tg,xg) € Q, il existe un voisinage V de (tg,xg) contenu dans Q et
une constante M > 0 tels que ||f(t,x)|| < M pour tout (t,x) € V. Si, de plus, f est localement
lipschitzienne en x, on peut faire en sorte, quitte a réduire V, qu'il existe une constante k > 0 telle
que f soit k-lipschitzienne en x dans V. Ce choix étant fait, on peut trouver 3 > 0, r > 0 tels que
[to — B, to + B] x B(xp,) soit contenu dans V. Pour satisfaire aux deux affirmations de I'énoncé,
on choisit £, 0 < { < pour que M < 7.
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2. Cauchy-Lipschitz 1. Défintions 2. Cas linéaire scalaire

Cauchy-Lipschitz

Testez-vous

@ Soit U un ouvert convexe de E et QO =R X U. Montrer qu'une application
(t,x) € Q — f(t,x) € E, localement Lipschitzienne par rapport a x est globalement
Lipschitzienne par rapport a x sur tout compact de Q.

o Soit U/ un ouvert de E. Montrer que toute application f € C! (U4, E) est localement
Lipschitzienne.

o Soit f € C'(R x U, E). Montrer que f est localement Lipschitzienne par rapport 3 sa
deuxiéme variable.

Exemple 13
Soit O =R x E, A € C°(R, L(E))), g € C°(R,E). Alors la fonction f(t,x) définie par

f(t,x) = A(t)x + g(t)

est localement lipschitzienne par rapport a x.
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2. Cauchy-Lipschitz 1. Défintions 2. Cas linéaire scalaire

Cauchy-Lipschitz

Théoréme 14 (unicité locale)
Soient (11,x7) et (I2,x2) deux solutions de I'équation
X/(t) = f(t» X)v

ou f est localement Lipschitzienne par rapport a x. S'il existe to € I1 N1y tel que x1(ty) = x2(to),
alors

vt eIy N1, x1(t) =x2(t).

Preuve. On montre que I'ensemble ] des points t de Iy NI, pour lesquels x; (t) = x2(t) est non
vide (to € J), ouvert et fermé dans le connexe I} N 1;.

e L'ensemble | est fermé par continuité de I'application t — x(t) —y(t).

e | est ouvert : Soit t; € ], comme f est localement Lipschitzienne par rapport a x, il existe une
boule Brr C Iy N1z X B(xq(t1),R) centrée en (t1,%x7(t1)) = (t1,x2(t1)), sur laquelle f est
Lipschitzienne par rapport a x.
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2. Cauchy-Lipschitz 1. Défintions 2. Cas linéaire scalaire

Cauchy-Lipschitz

Or, en intégrant I'équation différentielle par rapport a t, il vient

X1 (1) = x (1) + Lt (s, 1 (s))ds,
x2(t) = xaty) + L (5, xa(5))ds.
et ainsi il vient
lber (8) = x2 (0] < [l (63) = xa (1) + Jt (s, 1 () — Fls, x2(5))1ds

t
< Jher (1) — xa ()] +kBj Iher (s) — xa(s)lds.
ty

D’aprés le lemme de Gronwall, il vient
Vi, [t =t < T lxa (8) — x2 (W) < llxq (t1) —xa(tq)]lekB /=01,

Ainsi, comme x7(t7) = x2(t7) il vient x7(t) = x2(t) pour tout t €]t; — T, t; + T[. Ce qui prouve
que | est bien ouvert.
Au final, par connexité, il vient ] =1y N 1;. |
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2. Cauchy-Lipschitz 1. Défintions 2. Cas linéaire scalaire

Cauchy-Lipschitz

Théoréme 15 (Existence du prolongement maximal)

Toute solution (I,x) de
{ X' (1) = f(t, x(t)),

x(to) = xo.

se prolonge en une unique solution maximale.

Preuve. Soit (I),x)) I'ensemble des prolongements de (I,x) alors si | = U I, et si x est définie
A
par x(t) = x|1,, t € In, (J,%) est solution maximale. L'unicité a été faite précédemment. |
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2. Cauchy-Lipschitz 1. Défintions 2. Cas linéaire scalaire

Cauchy-Lipschitz

Théoreme 16 (Existence locale pour le probléeme de Cauchy)

Soit QO un ouvert de R x E, f € C°(Q, E), f localement Lipschitzienne par rapport a x.
Alors pour toute donnée de Cauchy (to,xo) € Q il existe au moins une solution (I,x) de
I'équation différentielle x' (t) = f(t,x(t)) issue de (tg,xo).

Preuve. Soit 7 ={(t,y), [t —tol < T, [y —xo| < R} un cylindre inclus dans Q centré en (to,xo) et
k la constante de Lipschitz de f sur 7. Soit M = sup [[f(t,x)||. Soit Ty < T assez petit pour que
MT; <R, kT; < o < 1. Soit F I'espace de Banach,

F= CO([to —Ty,to + Thl; g(xo,R)).

On va construire dans F une solution par la méthode de point fixe.
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2. Cauchy-Lipschitz 1. Défintions 2. Cas linéaire scalaire

Cauchy-Lipschitz

On définit par récurrence
XO (t) = X0

M) = xo+r (s,x™(s))ds.
to

On va montrer que pour tout 1 > 0, on a t — xn(t) € F et que la suite (xn )n ainsi construite
converge dans F.
Par récurrence x™ est clairement continue pour tout n. De plus

t
™1 (t) = xoll < J [If(s,x™(s))llds < Mt —tol < MTy <R.
to
De plus, comme xn, et x,,_1 appartiennent & F, on a

t
e (1) X)) < j 1£(s,x™(s)) — f(s,x" 1 (s)llds
to

t
< kBj I (s) — ™ (s)]lds
to
< kg lt—tolsupllx™(s) —x™ T (s)ll
S
< kg Tl =X
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2. Cauchy-Lipschitz 1. Défintions 2. Cas linéaire scalaire

Cauchy-Lipschitz

On en déduit :
™ = XMl < o™ =X

Et donc

™ —xME < a™[x! = X0l

Ainsi, la série E (x““ —x™) est convergente dans le Banach F. Ceci prouve bien la convergence
n

de la suite (xn)n vers un élément x de F.
Par passage 3 la limite uniforme dans la définition des (xn ), on constate que la fonction t — x(t)
vérifie
t
x(t) =xo +J f(s,x(s))ds.
to

Comme x et f sont continues, on obtient qu’en fait x est de classe C! et vérifie

X' (1) = f(t,x(t)).
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2. Cauchy-Lipschitz 1. Défintions 2. Cas linéaire scalaire

Cauchy-Lipschitz

Théoréme 17 (Théoréme des extrémités ou bouts)

Soit (1,x) la solution maximale du probléme de Cauchy, alors £(1,x) N Q = (.

Preuve. Raisonnons par I'absurde et supposons que la solution maximale (I,x) admette, par
exemple, un bout droit (t7,x") (avec t* = sup(I)) qui appartienne a Q. En particulier, ceci
implique que t™ < +o0.

On va montrer que nécessairement x© est la limite en t* de x(t), puis qu'il existe une solution
locale issue de (t™,x") prolongeant strictement (I, x).

Premier pas : Montrons que x = lim x(t).
pt+

Soit Brr ={(t,x), [t —tF[ < T, |x —xT| <R} un voisinage de (t*,x") inclus dans Q.
Soit M = SUP(¢,x)€BT & [f(t,x)], et ¢ tel que e < T et eM < %.

Soit Be ={(t,x), [t —tT[ < 5, Ix —xT[ < %}.

Comme (tT,x") est une extrémité, il existe un temps Ty tel que :

th—e <o <tF, et fx(to) —xT| <

W=
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2. Cauchy-Lipschitz 1. Défintions 2. Cas linéaire scalaire

Cauchy-Lipschitz

@ Montrons que pour tout t € [to,t"][, x(t) € B(x™,R).
Si tel n'est pas le cas, on considére T; le premier temps de sortie de B(x™,R) :

T7 = inf {T > 1o, Ix(1) = x| > R} .
Remarquons que tT — ¢ < 11 < t' et que [x(t7) —x*|=R. On a alors :
Vs € [1o,T1],x(s) € B(x™,R),

donc, V s € [1o,T1],Ix/(8)| = [f(s,x(s))| < M, ce qui donne en appliquant le théoréme des
accroissements finis :

R
x(t1) —x(T0)l < MIT1 —Tol < Me < 3

On aalors : R = [x(17) — x1| < [x(77) — x(10)| + [x(T0) —xT| < ZTR, absurde.

© Montrons alors que x a une limite en t*. En effet, pour tout t € [1o, t*[, (t,x(t)) € By, et
donc [x/(t)| < M.
Ainsi, sur l'intervalle semi ouvert [to,t™ [, la fonction t +— x(t) est Lipschitzienne donc
uniformément continue.
Elle se prolonge ainsi de facon unique en une fonction continue en t* (Critére de Cauchy) et
par conséquent on a nécessairement lim,_,,+ x(t) = x+ car par définition on sait que x™ est
un point adhérent a t +— x(t) en t™.
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2. Cauchy-Lipschitz 1. Défintions 2. Cas linéaire scalaire

Cauchy-Lipschitz

Deuxiéme pas. Comme par hypothése, le bout (t*,x") est dans Q, d’aprés le théoréeme
d'existence (th. 16), il existe une solution locale (J,y) a I'équation issue de la donnée de Cauchy
(t*,x™). Considérons alors la fonction z définie sur TUJ par

z(t) =x(t) sit < t*
z(t) =y(t) sit > tt.

Par construction, la fonction t — z(t) est continue en t*, et elle admet en t* des dérivées a
droite et & gauche égales (car elle est solution de |'équation différentielle a gauche et & droite de
t+). Cette fonction est donc de classe C' sur U J. C'est donc une solution de I'équation
différentielle ordinaire qui prolonge strictement (I, x). Ceci contredit I'hypothése de maximalité de

la solution (I,x).
|
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3. Analyse qualitative

3.1 Théorémes de comparaison
3.2 Entonnoirs et anti-entonnoirs



3. Analyse qu 21 Théorémes de comparaison 2. Entonnoirs

Analyse qualitative

Théoréme 18

Soit O =R X E, et f une application continue, localement lipschitzienne de Q) dans E. Soit
(I=lt—,t"[, x) la solution maximale du probléme de Cauchy :

x(to) = xo,
X (1) = £(t, x(t)).

Si la fonction t +— x(t) est bornée sur tout intervalle borné de [to,tT [, alors t = +oo.

Preuve. Supposons t* fini, alors par hypothése la fonction t — x(t) est bornée sur [to,t"[. Donc
il existe une suite (tn)n telle que

lim tn, =t", lim x(tn)=x".
n—+o0o n—+oo
Ainsi (tT,x") est une extrémité droite appartenant a Q, ce qui contredit la maximalité de (I, x)

d’apres le théoréme 17. |
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3. Analyse q 1. Théorémes de comparaison

Théorémes de comparaison

2. Entonnoirs

Théoréme 19
Soit f € C'(R x R,R). Soit I'inégalité différentielle

Z'(t) < f(t,z(t)), z(0) =zp, t>0

et x la courbe intégrale de X' (t) = f(t,x(t)) telle que x(0) = xq, ou f est continue localement

lipschitzienne en x. On suppose que zo < Xg.
Alors, ¥Vt > 0, z(t) < x(t).

Preuve.
La fonction u(t) = z(t) — x(t) vérifie I'inégalité

u'(t) < g(thu(t),

ou g est la fonction continue :

1
ot) = L %(t”‘m 1 0(z(t) — x(t))do.

Le lemme de Gronwall permet de conclure que
w(t) < u(0)elo 9(s)ds,
Le résultat suit de I'hypothése u(0) < 0.
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3. Analyse q 1. Théorémes de comparaison 2. Entonnoirs

Théorémes de comparaison

Corollaire 20

Soit f une fonction continue localement lipschitzienne, et z une fonction continue vérifiant :
t
z(t) < zo +J f(s,z(s))ds.
0

On suppose que f est croissante par rapport a son deuxiéme argument. Soit enfin (1,x) la solution
maximale de x' (t) = f(t,x(t)), x(0) = zo. Alors,

Vit e INRT, z(t) < x(t).

Preuve.

+
Soit y(t) = zo +J f(s,z(s))ds. Par dérivation, on a
0

y' (1) = f(t, z(t) < f(t,y(t).

Il suffit alors d'appliquer le théoréme précédent. |
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3. Analyse q 1. Théorémes de comparaison 2. Entonnoirs

Théorémes de comparaison

Pour appliquer les théorémes de comparaison et le lemme de Gronwall, on pensera a recourir a
des estimations dites estimations d’énergie. On pourra multiplier (ou prendre le produit scalaire
de) I'équation avec la solution (ou une fonction bien choisie qui dépend de la solution).

Exemple 21

© Soit f une fonction de classe C! de R™ dans R™. On considére I'équation différentielle :

ou (f(x),x) < [Ix|[2. Alors si (I,x) est solution maximale, I est non limité a droite.

@ Soit x”/(t) = —Vf(x(t)), f € C2(E,R), telle que pour tout x € E on ait f(x) > fo € R. Alors
si (I,x) est solution maximale, I = R.
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3. Analyse q 1. Théorémes de comparaison 2. Entonnoirs

Théorémes de comparaison

Proposition 22 (Gronwall uniforme)
Soit I'inégalité différentielle définie sur R™ :
Z'(t) < a(t)z(t) + b(t).
On suppose qu'il existe des constantes k1,k,, k3 telles que
s+1

z(t)dt < ko, Vs > 0, J b(t)dt < k3.

S

s+1 s+1

VSZO,J

S

a(t)dt < kq, Vs >0, J

S

Alors z est uniformément majorée sur Ry et plus précisément

supz(s) < €7 (k3 + max(z(0), kz)).
s>0

¢ ; ) [35re7]




3. Analyse q 1. Théorémes de comparaison 2. Entonnoirs

Théorémes de comparaison

Preuve.
1) Pour s <1, ona

S
z(s) < z(O)eIS a(r)dr +J el a(t)dTh(y)du < z(0)e* + ke,
0
2) Pour s > 1 et pour tout t € [s—1,s], on a
S
z(s) < z(t)elt almdr 4 J efl DaTh (1) du < e 2(t) 4 eXTk;.
t

On écrit cette inégalité pour t < s <t + 1. Puis on intégre le résultat dans la variable t sur
I'intervalle [s — 1,s]. Il vient pour s > 1,
S
z(s) < €1 (k3 +J z(t)dt) < (k2 +k3)e*1.

s—1

D’ou le résultat en combinant les deux inégalités obtenues. |
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3. Analyse q 1. Théorémes de comparaison 2. Entonnoirs

Théorémes de comparaison

Exemple 23

Supposons que nous avons établi les inégalités suivantes :

y'(t)+z(t) <1, Vt >0,
Z'(t) < 14 22(t), Vt >0,
0 <y(t) < z(t), Vt > 0.

Alors on montre (exercice) que y et z sont définies sur RT.

On pourra établir ce genre d'inégalités depuis le systéme différentielle non-linéaire, x(t) € R™ :
x'(t) + Ax(t) = b + F(x(t)),

ol b € R™, A est une matrice symétrique définie positive et F une application non-linéaire
sous-quadratique telle que (F(u), 1) = 0. On introduira y(t) = ||x(t)||%, z(t) = ||Bx(t)]|? ou

A = B'B. Ce résultat est pertinent pour I'estimation sur z en particulier lorsque n est grand et
[IB]| grand avec n.(exercice)
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3. Analyse qu 21 Théorémes de comparaison 2. Entonnoirs

Entonnoirs et anti-entonnoirs

Définition 24
Soit I un intervalle ouvert de R. On dit que (I, «) est une barriére inférieure ou sous-solution
(resp. supérieure ou sur-solution) si

vt €1, o (t) < f(t, a(t)),

resp.
Vvt €1, o (t) > f(t, x(t)).

Définition 25

Un entonnoir est un triplet (I, x—, «*), ot (I, x~) est une barriére inférieure et (I, x*)une barriére
supérieure avec Vt € 1, o (t) < ot (t).

Un anti-entonnoir est un entonnoir rétrograde (i.e. Un entonnoir lorsqu’on intégre I'équation pour
des t décroissants), soit encore un triplet (I, , ") oli o~ est une barriére supérieure, x* une
barriére inférieure avec Vt € I, o (t) < ot (t).
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3. Analyse qu 21 Théorémes de comparaison

Entonnoirs et anti-entonnoirs

2. Entonnoirs

Du théoréme de comparaison on déduit :

Proposition 26

Soit (I, «™) une barriére inférieure et (1,x) une solution telle que
o (to) < x(to),

alors pour tout t > to, t € 1
o (t) < x(t).

Proposition 27

Soit (I, 0, ™) un entonnoir et (I,x) une solution telle que
o (to) < x(to) < ot (to),

alors pour toutt > tg, t €1
o~ (1) < x(t) < ot (1).

) 7]




3. Analyse qu 21 Théorémes de comparaison 2. Entonnoirs

Entonnoirs et anti-entonnoirs

Théoréme 28

Un anti-entonnoir piége au moins une solution dite solution exceptionnelle. De plus, cette solution
est unique sous les hypothéses supplémentaires
lim o« (t) — o« (t) =0,
t—t+

et (3)
O0xf(t,x) > 0 dans 'anti-entonnoir.

Preuve.
Soit (tn)n>0 une suite strictement croissante telle que lim t, =t".
- n—-+oo

Soit z;; (resp. z;;) la trajectoire rétrograde issue de (tn, xt (tn)) (resp (tn, & (tn))).

Puisque (ax™, «™) est un entonnoir pour les trajectoires rétrogrades, la proposition précédente
nous dit que toutes ces trajectoires restent confinées entre &~ et o™ et, en particulier, elles ne
peuvent exploser en temps fini pour I'équation rétrograde. Donc, elles existent toutes au moins a
partir du temps to pour I'équation de départ.
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3. Analyse qu 21 Théorémes de comparaison 2. Entonnoirs

Entonnoirs et anti-entonnoirs

Soit x;7 = z;7 (to) (resp. x5 = zy (to)) I'intersection de la droite x = to avec la trajectoire
rétrograde z;} (resp z;).

Soit n >0, comme z} ; (tn41) = &" (tng1) et que (6, x™) est un entonnoir pour les solutions
rétrogrades, on a d'aprés la proposition précédente

Vt € lto, tnr1ly 24 (1) < o (1),

Or, comme la suite ty, est choisie croissante, on a tn <t et donc on a
n+1 (tn) < o (tn) = Zn a(tn),
et donc par comparaison de solutions pour tout t ou les deux solutions sont définies on a
zh () < zh (1),

en particulier en t = to, il vient

n+1 < x
et de la méme facon on peut montrer que
Xna1 = Xn-
Ainsi, la suite d'intervalles fermés [x;7, x;{] est décroissante, et donc N, [xy7, x ] A est un

intervalle fermé non vide. |l est alors clair que toute solution de I'équation |n|t|a|e issue de
(to,x), x € A est piégée dans I'anti-entonnoir.
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3. Analyse qu 21 Théorémes de comparaison 2. Entonnoirs

Entonnoirs et anti-entonnoirs

Montrons maintenant que sous I'hypothése (3), cette solution est unique.

En effet, soient x1,x, deux solutions issues de (tp, A). Supposons par exemple que

x1(to) > x2(tp), ce qui implique que pour tout t on ait x7(t) > x2(t) (deux trajectoires distinctes
ne se coupent jamais). Par application du théoreme fondamental de I'analyse on a

x1(t)—x2(t) = xq (’io) *?z(to)
+J (j D F(T, %2 (1) + 001 (1) — Xz(’f)))d9> (x1 (1) — x2(7))d,
to

0
x1(to) — x2(to)-

[\

Ainsi on a pour tout t
ot (t) — o (1) > x9(t) — x2(t) > %1 (to) —x2(to) > 0.

Ceci est incompatible avec I'hypothése 1im+ at(t)—a (1) =0.
t—t
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4. Continuité et dérivabilité par rapport aux données




Continuité et dérivabilité par rapport aux données

Soit Q un ouvert de R x E, et A un ouvert d'un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit
f:(t,x,A) € Q x A — f(t,x,A) € E une application continue, localement lipschitzienne en x.
Pour tout (to,x0,A0) € Q X A on note Iy, x, a, I'intervalle de définition de la solution maximale
de I'équation x/(t) = f(t,x,Ag) issue de la donnée de Cauchy (tg,xq). Enfin, on note
@(t,to,x0,A0) la valeur en un point t de cette solution.

On désigne par L I'ensemble

I ={(t,to,x0,A0) ER X Q X Ay t € Iy xo,a0 )
On appelle solution globale de x/(t) = f(t,x,A) I'application ¢ : X +— E qui a (t,tg, %0, o)

associe @(t,to,x0,A0)-
On admet alors les résultats ci-dessous

L’ensemble X est ouvert et @ est une application continue de ~ dans E.

Proposition 29 J
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Continuité et dérivabilité par rapport aux données

Proposition 30

Si on suppose que f est de classe C*, alors ¢ est aussi de classe C¥.

Formules de dérivation

0 .
@ Notons z = %, alors z est solution de :
0

4 (t) = axf(t) (p(ta to, X0, 7\0)) )\O)Z(t) =+ a?\f(ty ‘P(t) to, X0, )\0)7 }\0))
z(tg) = 0.

QSiZ= a—(p, alors Z est solution de :
0xo

Zl(t) = axf(ta (p(t» to, X0, }\0)) )\O)Z(t)a
Z(tp) = 1d.

95iy=a—(p

, alors y est solution de :
dto

yl(t) = axf(ta (P(t» tO)XOa)\O)))\O)y(t))
y(to) = —f(to, %0, Ao)-

D
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5. Systémes linéaires a coefficients constants

5.1 Rappels d'algébre linéaire
5.2 Calcul de la résolvante



1. Rappels d'algébre linéaire 2. Calcul de la résolvante

Systémes linéaires a coefficients constants

Soit un systéme d’équations différentielles ordinaires de la forme

X' (1) = Ax(t) +b(t), 4)
ou A € L(E,E), b € C°I,E). On a
Théoréme 31
Soit (to,xp) € I x E. La solution maximale de (4) est (I,x) od x est donné par
t
x(t) = e(t=to) Ay, +J e(t=5)7p(s)ds.
to
Preuve.
Par dérivation, on vérifie que x(t) vérifie (4),
+ + _
etA = Zoo (tA)* EetA = Z‘” L = Aet?A
= , = =
— K« oat = (k—1)
Le théoréme d'unicité assure alors que (I, x) est la solution maximale. |

Définition 32

L'application (t,s) — e(t=S)A = R(t, s) s’appelle la résolvante.

D)
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1. Rappels d'algébre linéaire 2. Calcul de la résolvante

Systémes linéaires a coefficients constants

Notons le résultat,

Lemme 33
Soit (A,B) € L(E,E)? tels que AB — BA = 0. Alors eAB = eeP = eBe?. J
Preuve du lemme. Comme A et B commutent, on a la formule du binéme
k
(A+B)* Z CLABY '= Y CLA'B™.

l+m=k
En justifiant les calculs ci-dessous par un argument de convergence normale des séries on a :
+o00
1

+
e(A+B)  _ gi(A:!B)k = Z Z —A'B™

I'm!
k=0 \l+m=k Um!

Il
/N
“NA T
s1718
=[x
N————
TNA T
LM
=| =
N————

I

(o)

>

o

o]
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1. Rappels d’algébre lingaire 2. Calcul de la résolvante

Rappels d’algebre linéaire

Proposition 34

Toute matrice est trigonalisable sur C.

Proposition 35
Soit Z I'ensemble des polynémes de C[X] tels que q(A) = 0. Alors Z est un idéal non vide

engendré par un unique polynéme unitaire m. Ce polynéme s'appelle le polynéme minimal de A.

Proposition 36 (Théoréme de Cayley-Hamilton)

Soit A une matrice complexe, et pa le polynéme caractéristique de A. Alors, pa(A) = 0.

Proposition 37

Soit q un polynéme de C[X]. On note v}, (A) I'ensemble des valeurs propres de A. Alors
vp(q(A)) = q(vp(A)).

Proposition 38

Soit A € L(E) de polynéme minimal m, alors

vp(A) ={A € C, m(A) =0}

D
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1. Rappels d’algébre lingaire 2. Calcul de la résolvante

Proposition 39

Soient p et q deux polynémes de C[X] premiers entre eux (i.e. sans zéros communs). Alors,

ker (pq)(A) = ker p(A) @ ker q(A).

Proposition 40

1
Soit A € L(E), soit m le polynéme minimal de A, m(\ H (A —=Ak)%%. On note
k=1

Ex = ker (A — A1)k, Alors,

1
E=PEx
k=1

¢ ; ) [orer]




1. Rappels d’algébre lingaire 2. Calcul de la résolvante

Proposition 41

L’entier oy est le plus petit entier tel que

ker (A —A)%k = ker (A — A )k !

¢ ) ) [wore7]




1. Rappels d’algébre lingaire 2. Calcul de la résolvante

Rappels d’algebre linéaire

Proposition 42 (Décomposition de Dunford)

Soit E un C-espace vectoriel et f € L(E). Il existe un unique couple (d,n) € L(E) satisfaisant
© d est diagonalisable,
@ n est nilpotent,
© don=nod,
Q f=d+n.
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1. Rappels d’algébre lingaire 2. Calcul de la résolvante

Rappels d’algebre linéaire

Preuve.
Existence :
Soit P¢ le polyndme caractéristique de f (ou tout autre polyndme annulateur),

1
PeX] = (=)™ [ [(X =A™,

i=1
et F; = ker (f —A{I)%i. D’aprés ce qui précéde,
E = & Fx.
On définit les endomorphismes d et n sur chaque sous espace vectoriel Fy par
d(x) = Aex, n(x) = f(x) — d(x)

Par construction n laisse Fy invariant, et si on note ny = NE, alors n,‘:k =0. Les
endomorphismes d et n commutent sur chaque Fy car dx = A¢I, donc d et n commutent.

) [srer]




1. Rappels d’algébre lingaire 2. Calcul de la résolvante

Rappels d’algebre linéaire

Expression des projecteurs :
Méthode explicite pour le calcul des projecteurs TTy sur Fy = ker (f — A I)*k. Soit P un
S

polyndme annulateur de A, P[X] = ]___[(X — AL

i=1

1
La décomposition en éléments simples de b s'écrit :
1 Xi,j
— = b 5
s w ®

oq
Soit Uj le polyndme Ui[X] = > x; (X —Ai)*t 7 et QilX] = [ [(X—2)%.
j=1 j#i

¢ : ) [2re7]




1. Rappels d’algébre lingaire 2. Calcul de la résolvante

Rappels d’algebre linéaire

Montrons que TTy, = (U Qy)(f) est le projecteur cherché.

@ En multipliant la décomposition en éléments simples par P on obtient

1= WilXIQilX],
i=1
d’ou en prenant I'image de f,
I=) Ui(f) o Qulf). (6)
i=1

@ Par construction des polynémes Uy et Qy, pour tout i # j, P divise le produit Q;Q;. Par
conséquent pour tout i # j, Ty o TTj = 0. De plus d'aprés (6),

S
M=) Mol =TI
k=1

Donc TT; est un projecteur.

¢ ) ) [55re7]




. Rappels d'algébre linéaire 2. Calcul de la résolvante

Rappels d’algebre linéaire

Montrons que Im TT; = F;.
Q Soity =TIi(x) € Im TT;.

(f=AD*(y) = (F=AD% o Qi(f) o Uy(f)(x)
= Ui(f) o P(f)(x)
= 0.

Donc Im TI; C F;.
@ Réciproquement, soit x € F; = ker (f —A;I)*t, d'apres (6),

X = iﬂi(x).
i=1

Or pour tout j # 1, m;j(x) = Uj(f) 0 Q;(f)(x) = 0 car (X —A;)*t divise Q;[X]. Donc
x =TIi(x) € Im TT;.

Il reste @ montrer que ker TT;y = @;iFj.

Pour j #1, Fj C ker TTy car (X —A;)% divise Qi. Donc @j.iFj C ker TT;.

Réciproquement, si x € ker TT;, alors d'aprés (6) x = Zﬂj (x) € ®j4F.
jAL
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1. Rappels d’algébre lingaire 2. Calcul de la résolvante

Rappels d’algébre linéaire

@ Conséquence fondamentale :
Mise a part son application pratique, le point précédent montre que le couple (d,n) obtenu
plus haut peut s'exprimer comme un polynédme en I'endomorphisme f de départ. En effet,
d’aprés ce qui précéde on peut écrire

d=) Nl => MUkQ(f),
k k

n=f—d=Ff-> MNUcQx(f).
k
@ Unicité de la décomposition :
Soit (d’,n’) un autre couple satisfaisant les propriétés souhaitées. Comme d’ et n’
commutent et que T =d’ +n’, il est clair que d’ et f (resp. n’ et f) commutent.
Comme la décomposition (d,n) construite dans la premiére partie de la preuve est
polynémiale en f, on voit que d et d’ (resp. n et n’) commutent.
Deplusonaf=d+n=d’+n’etdonc
d—d'=n—n'.
Or d et d’ sont diagonalisables et commutent entre eux, ils sont donc diagonalisables dans la
méme base. En particulier, I'endomorphisme d — d’ est diagonalisable.
De méme, n et n’ sont nilpotents et commutent entre eux, ainsi leur difference n —n’ est

aussi nilpotente (formule du binéme).
En conclusion, I'endomorphisme d —d’ = n —n’ est a la fois diagonalisable et nilpotent,

c'est donc I'endomorphisme nul.
q ) )




1. Rappels d'algébre linéaire 2. Calcul de la résolvante

Calcul de la résolvante

Théoréme 43

Soit E un espace vectoriel de dimension N, et A un élément de L(E). On suppose connues les {
valeurs propres distinctes de A, (A1,A2,- -+ ,A¢) de multiplicités algébriques (N1, N2, -+, Ny),
N =Ny + Ny + -+ Ny. Pour tout k on définit oy le plus petit entier positif tel que

Ker (A — M)k = Ker (A — A\ 1)k ]
et on pose
Ek = Ker (A _)\kI)Uk.

Alors, Ey est stable par A, et I'espace vectoriel E est somme directe des sous espaces Ey.. Si Tl
désigne le projecteur de E sur Ey parallelement a @©; E;, alors :

(A — M I)ox !

tA _ Mt (T4 (A =MDt
e Ze (+( kDt+---+ (or — 1)1

k

tUH) M (7)
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1. Rappels d'algébre linéaire 2. Calcul de la résolvante

Calcul de la résolvante

Soit Ex = ker (A —AI)9%. Alors A(Ex) C Ex car (A —AgI)9% A = A(A — AD)%%. Soit TTy le
projecteur sur Ey parallélement a ®jEj, et Ax =TIk o A oTl. Par construction

(Ax =AM I)9% =0, et donc vp (Ay) = {Ax}. Soit vic = dimEy, et Py (A) = (A — A )Vk le polynéme
caractéristique de Ay. Nécessairement Ny = vy. Enfin

etA § etAnk
k

_ Z ek et(A—Ai Dy, |
k

Or, (Ax — Akl) est nilpotent d'ordre oy donc,

1
tAr—AD) _ Tea ¢
etAe A =y A= ND"
(<op—1
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6. Systémes linéaires d'équations différentielles a coefficients dépendant du
temps

6.1 Résolvante
6.2 Equations différentielles scalaires linéaires d'ordre n



1. Résolvante 2. Equations différentielles scalaires linéaires d'ordre n

Résolvante

Dans ce paragraphe, on considére le systéme d'EDO suivant (avec E = R™ ou C™)
X' (t) = A(t)x(t) + f(t),
Q =la, B[xE, (8)

A€ CO(][X) B[»E(E))a fe CO(]O‘, B[YE)

Proposition 44

Par toute donnée de Cauchy (to,xo) € Q passe une unique solution (I,x).
Toute solution maximale est définie sur ], 3[.
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1. Résolvante 2. Equations différentielles scalaires linéaires d'ordre n

Résolvante

Preuve.
@ Existence : L'application (t,x) — g(t,x) = A(t)x + f(t) est continue et localement
lipschitzienne par rapport a x.
En effet, elle s'obtient par composition de fonctions continues. De plus, si K est un compact
quelconque inclus dans |, B[, alors

vx,y € B, lg(t,x) —g(t,y)ll < SHEHA(’()HHX*UH‘
te

Donc d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, 'EDOposséde une unique solution maximale
issue de la donnée de Cauchy (tg,xo) définie sur un intervalle I =Jt—,t*| Cl, B[.
@ Montrons la globalité de la solution i.e. que I =], B[.
Supposons par exemple que tT < 3. Soit
k=max( sup [A(t)l, sup [f(t)I).
telty,tt] telty,tt]
Par intégration de I'EDO puis majoration en norme, I'application du lemme de Gronwall
conduit a .
Il < gl | ke

to
Ainsi t — x(t) est bornée Vt < t*, par compacité on a que (I,x) posséde au moins un bout
droit (tT,x"). Comme par hypothése t* < §3, I'hypothése de maximalité est contredite

d’aprés le théoréme des bouts.
|
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1. Résolvante 2. Equations différentielles scalaires linéaires d'ordre n

Résolvante

Proposition 45

L’ensemble S des solutions du systéme homogéne x’(t) = A(t)x(t) est un espace vectoriel de
méme dimension que E.

Preuve. Soit TT¢ (pour t € I) I'application de S dans E définie par TT¢(@) = @(t). S est un espace
vectoriel (par linéarité de I'EDO) et TT¢ est une bijection linéaire de S sur E. (On montre
I'injectivité de TT¢ par I'unicité de la solution de 'EDO). |

Définition 46
On appelle résolvante du systéme x/(t) = A(t)x(t) + f(t) I'application R de I x I — L(E) définie
par R(t,s) =TIt o ﬂ;]

Proposition 47

Soit (1,x) la solution valant xo au point s, alors

x(t) = R(t, s)(xo).
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1. Résolvante 2. Equations différentielles scalaires linéaires d'ordre n

Résolvante

Preuve. |l suffit d'écrire, comme x(s) = xo,

R(t,s)xo = R(t,s)Ms(x) = T(TT5 " (Ms(x)))
= Tl¢(x) = x(t).
|
Proposition 48
On a les propriétés suivantes
R(t,t) =1
R(t,s) o R(s,T) = R(t,7)
R(t,s) est inversible et R(t,s)~! = R(s, t)
Preuve.
Mot =1
R(t,s) o R(s,T) =T¢ o T ' o Tls o Ty T =TT o T T = R(t, 1),
R(t,s) " = (Mo =Tl o T =R(s,t).
|
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1. Résolvante 2. Equations rentielles scalaires linéaires d'ordre n

Résolvante

Remarques :
@ Dans le cas d'une EDO du type

E=R, aeC®(LR), X'(t) = a(t)x(t),
la résolvante se calcule explicitement par
R(t,s) = ej; a(t)dt
@ Dans le cas d'un systéme différentiel autonome du type
E=R", ¥'(t) = Ax(t),
ol A est une matrice de M(R™) indépendante du temps, on a

R(t,s) = e(t—5)A ( _elt AdT)

© ATTENTION : Pour les sytémes d'EDO non autonomes, on ne sait pas calculer la
résolvante en général et en particulier

R(t,s) ?é e_f: A(t)dTt

Exercice : Expliciter la résolvante dans le cas o0 A(t) et f(g A(s) ds commutent pour tout t.
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1. Résolvante 2. Equations rentielles scalaires linéaires d'ordre n

Résolvante

Proposition 49

L’application t — R(t,to) est dérivable et vérifie I'équation différentielle suivante (a valeurs dans

L(RM))
SRityto) = Alt) o Rit o)

R(to,to) =1

Preuve. Pour tout xo € E, si x est la solution de I'équation différentielle pour la donnée de

Cauchy (tp,xp), on a vu que
R(t, to)xo = x(t). (9)

En particulier, si (e, ...,en) désigne la base canonique de E = R™ (ou C™), on obtient que pour
tout i I'application
t— R(t) tO)eiy

est dérivable. Autrement dit, la i-iéme colonne de la matrice R(t,ty) est dérivable par rapport a t,
ce qui montre bien la dérivabilité de I'application t — R(t,to).
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1. Résolvante 2. Equations différentielles scalaires linéaires d'ordre n

Résolvante

Soit xo € E quelconque, en dérivant R(t,to)xo = x(t) par rapport au temps, il vient
d
7t Rt to))xo = —x(t) = A(t)x(t)
= A(t) o R(t, to)x0-
A t fixé cette identité est valable pour tous les xg, ce qui montre bien que

%R(t, to) = A(t) o R(t, to).

Remarque 50

La formule R(t,s) = R(t,to) o R(s,to) " fournit la dérivabilité par rapport aux deux variables t et
s.
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1. Résolvante 2. Equations différentielles scalaires linéaires d'ordre n

Résolvante

Proposition 51

Soit le systéme
{ X' (t) = A(t)x(t) + f(t)

x(s) = xo.
Alors (formule de Duhamel)
t

x(t) = R(t, s)xo +J R(t, 0)f(0)do.

S

t
Preuve. On pose z(t) = R(t, s)xo +J R(t,0)f(0)do. On a :

N

Zt) = %R(t,s)xo + R(t, )f(t) + Jt %R(t, o)f(o)do

= AR, s)xo + f(t) + [T A(DR(L, 0)f(0)do

- AQt) (R(t, s)xo + JUR(, (r)f((r)d(r) )

= A(t)z(t) + f(t)
De plus, z(s) = R(s, s)xo = xo, donc x et z satisfont le méme probléme de Cauchy, et par unicité,
X = z. |
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1. Résolvante 2. Equations différentielles scalaires linéaires d'ordre n

Résolvante

Définition 52

Soit (@1,@2, -+ ,@n) une base de S. L'ensemble (@1, @2, -, ©n) s'appelle un systéme
fondamental de solutions. On appelle W(t) = Mat (@1(t), @2(t), -, @n(t)) la matrice
wronskienne du systéme fondamental de solutions consdiéré, et w(t) = det W(t) est le wronskien
de ce systéme.

Proposition 53

On a
R(t,s) = W(H)W(s) '

Preuve. Par définition de la résolvante on a @ (t) = R(t,s)@k(s). Ainsi W(t) = R(t,s)W(s).
Comme W(s) est inversible, on a R(t,s) = W(t)W(s) .
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1. Résolvante 2. Equations différentielles scalaires linéaires d'ordre n

Equations différentielles scalaires linéaires d’ordre n

¢ : ) [sore7]




1. Résolvante 2. Equations différentielles scalaires linéaires d'ordre n

Equations différentielles scalaires linéaires d’ordre n

Soit I un intervalle ouvert de R, on considére |'équation
x™M ) 4+ ar (O)x (1) + az(OxD (1) + -+ an (x(t) = b(t)

Pour traiter ces équations, on se raméne toujours a un systéme différentiel de dimension n d'ordre
1, en posant

Il vient de fagon immédiate

ou
0 1 0 0 0 0
0 0 1 o .- 0
Alt) = et B(t)=
0 1 0
0 : 0 0 1 0
—an  —Qp_q1 - e —ap —aq b(t)




1. Résolvante 2. Equations différentielles scalaires linéaires d'ordre n

Equations différentielles scalaires linéaires d’ordre n

Démarche générale :
@ On construit un systéme fondamental de solutions
@ On en déduit le Wronskien W(t)
@ de W(t) et W(t) 'on déduit la résolvante R(t, s)
@ on obtient la solution par la formule de Duhamel
t

x(t) = R(t, s)xo + J R(t, 0)f(0)do.

S
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7. Stabilité

7.1 Définitions
7.2 Cas des systémes linéaires
7.3 Méthode de Liapounov



1. Définitions 2. Cas des systémes linéaires 3. Méthode de Liapounov

Définitions

On note (Ixy, ©(t,to, X)) la solution maximale du systéme x'(t) = f(t,x(t)) issue de la donnée de
Cauchy (tg,xp)-

Définition 54

Soit 1 : RT™ — E une trajectoire, i.e. vérifiant 1’(t) = f(t,P(t)) pour tout t > 0. La trajectoire \»
est dite stable au sens de Liapounov si et seulement si

Ye>0,Vto >0,36>0,Vx0 €FE,

[to, +oolC IXO’
lIxo —(to)ll <6 = { et
vt 2 to, ”(P(t)tOyXO) _Ib(t)H <E&.

La trajectoire 1 est dite uniformément stable au sens de Liapounov si & ne dépend pas de tg.
On dit que { est instable si elle n'est pas stable.

Exemple 55

La solution (R*,t — 1) de I'équation x’ + x = 1 est uniformément stable.
La solution (R*,t — (0,0)) de I'équation x”" +x = 0 est uniformément stable.
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1. Définitions 2. Cas des systémes linéaires 3. Méthode de Liapounov

Définitions

Définition 56
La trajectoire 1 est dite attractive si et seulement si
Vto 2 0, 3n >0,V x0 € B(b(to),n), Lim {le(t, to,x0) —h(t)]| =0,
ce qui se traduit par
Vtg >0, 3n >0,V xo € B(h(60),m), Ve >0, IT, Vt > to + T, llo(t, to, xo) —W(t)l < e.

La trajectoire 1\ est uniformément attractive si elle est attractive, si 1 ne dépend pas de tp, et si
T ne dépend ni de tp, ni de xq.

Exemple 57

La solution (RT,t — 0) de x’ +x = 0 est uniformément attractive.

Définition 58
La trajectoire \ est asymptotiquement stable si elle est stable et attractive. Elle est uniformément
asymptotiquement stable si elle est uniformément stable et uniformément attractive.
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1. Définitions 2. Cas des systémes linéaires 3. Méthode de Liapounov

Cas des systémes linéaires

Soit le systéeme
X' (t) = A(t)x(t), (10)

ol t+— A(t) est une application continue de R dans L£(E).

Théoréme 59

La solution (R,0) du systéme (10) est uniformément stable si et seulement si I'ensemble des
trajectoires est borné.

Preuve. Une solution de (10) s'écrit x(t) = R(t,0)x¢. Ainsi si toute trajectoire est bornée, la
résolvante R(t,0) est bornée. Soit M une borne de cette résolvante, alors pour n = ﬁ, on a

lIxo — W(to)ll <m = [R(t,0)(xo — W (to)ll < e.

La réciproque est triviale.
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1. Définitions 2. Cas des systémes linéaires 3. Méthode de Liapounov

Cas des systémes linéaires

Proposition 60

Soit A € L(E). On suppose que Re (Spec(A)) C R*. Alors il existe des constantes strictement
positives M, a et un entier { telles que I'on ait |'estimation suivante :

Vt € R*, Wxo € E, [letAxoll < Mete (1 + \t\“) lxoll-
Aussi, existe-t-il des constantes strictement positives M’ a’ telles que I'on ait I'estimation

suivante : ,
Vvt € RY, Vxo € E, [letAxoll < M et |xoll.

Preuve. On a :
ePxo=) Y e (A-NITMi(xo).
k j<ox—1

HA=A TIP
i!

Soit a = —sup, Re(A), et M =3 ngo'k*1 5 . Alors pour tout t >0, on a

_ta P ; _
el <3 3 et IA S NIl sup (o) < Me e (14167 Ioll
k j<ox—1 :
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1. Définitions 2. Cas des systémes linéaires 3. Méthode de Liapounov

Cas des systémes linéaires

Corollaire 61

Soit A € L(E), vérifiant Re (Spec( (A))) C R_. Si de plus les valeurs propres de partie réelle nulle
sont de multiplicité 1, alors la solution (R,0) de x’ = Ax est stable.

Preuve. Quitte a réordonner les valeurs propres, on peut supposer que celles de partie réelle nulle
sont pour k > Ny + 1, on les note Ay =ipg. On a

N>
Z > e “kf A=A DT+ > ettt
k=1j<or—1 k=Nj+1
Ainsi, pour tout t > 0
Ny N
lle*Axoll < Me™* (1 +50) 3 IMexoll + > [Mixoll < Clixoll-
k=1 k=N7+1

|
On remarque que . 1113 e xo # 0 dés que TTyxg # 0 pour k > N; + 1. En effet, dans ce cas on a
—+00
”ketAXO = ei“ktﬂkxo,

et donc )
e xoll > [[MeeAxol =l [[Mexo| = [[Mexol| > 0.
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1. Définitions 2. Cas des systémes linéaires 3. Méthode de Liapounov

Cas des systémes linéaires

Corollaire 62

Soit A € L(E) satisfaisant Re (Spec(A)) C R*, soit f une application de R x E dans E
satisfaisant ||f(t,x)|| < e(x)||x||, avec limy_,o €(x) = 0. Alors si la donnée de Cauchy xo est
suffisamment petite, la solution de

x'(t) = Ax(t) + f(t,x), x(0) = xo

est globale, et vérifie ||x(t)|| < e Y|[xo|| pour une certaine constante ¢ > 0. Autrement dit la
trajectoire t — 0 est uniformément asymptotiquement stable.

Preuve. D’aprés la derniére proposition, il existe deux constantes strictement positives « et M
telles que ||et?|| soit majoré par Me~*t, pour tout t > 0. Ainsi,

t
[x()ll < Me™*xoll + ML eS|l (x(s))lllIx(s)lIds.
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1. Définitions 2. Cas des systémes linéaires 3. Méthode de Liapounov

Cas des systémes linéaires

o . .
On pose § = —. Soit 1 > 0 tel que |[x|| <1 = |le(x)]| < §. On pose alors To = & Si xp est
dans la boule B(0,1g), alors :
Vt>0, x(t) € B(O,n).
En effet, dans le cas contraire, soit t; le premier instant ol x sort de la boule. Alors
Mb n
Ix(t)ll < Mro + s S
ce qui est absurde. Donc, on vient de montrer que pour xo assez petit, x € B(0,n). Donc la
solution x est bornée sur R. Ceci implique que la solution maximale est définie sur un intervalle
contenant R, et est bornée. Reprenant I'inégalité précédente on a alors :

t
Ix(OIl < Mlixolle™** + MJ e (7D ex(s)|ds.
0
Posons alors y(t) = e*t|[x(t)||. La fonction y vérifie I'inégalité

t
o
y(t) < Miol+ | Suls)as
ce qui donne par le lemme de Gronwall
y(t) < Mifxolle &,
d’ou e
Ix(t)Il < Mlxolle™ ",
ce qui montre que x(t) — 0 quand t tends vers +oo. | |

C
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1. Définitions 2. Cas des systémes linéaires 3. Méthode de Liapounov

Méthode de Liapounov

On s'intéresse aux solutions de |'équation différentielle x’ = f(t,x) ou f est localement
lipschitzienne dans [0, +oco[XE, et vérifie f(t,0) = 0. Dans toute la suite V(t,x) désigne une
fonction de classe C! définie sur un voisinage de [0, +00[XE telle que V(t,0) = 0.

Définition 63
Soit U un ouvert de E contenant I'origine. Une fonction W de U dans R est dite définie positive si
O W est de classe C!

@ W(0) =0
O Vx € U\ {0}, W(x) >0
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1. Définitions 2. Cas des systémes linéaires 3. Méthode de Liapounov

Méthode de Liapounov

Définition 64
(extension a la dépendance en t)

La fonction V définie de R x U/ dans R est dite définie positive s'il existe une fonction W de U
dans R définie positive telle que pour tout (t,x) € Ry x E, on a V(t,x) > W(x).

Exemple 65

V(t,x) = [Ix[I%, a>1

V(t,x,y) = x2 +yz -+ xy cos(t)

Remarque 66

Dans le cas autonome il suffit de supposer V strictement positive dans un voisinage de |'origine
privé de 0.
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1. Définitions 2. Cas des systémes linéaires 3. Méthode de Liapounov

Méthode de Liapounov

Définition 67
Une fonction V est une fonction de Liapounov pour I'équation x/(t) = f(t,x(t)) si V est définie
positive et si t — V/(t,x(t)) est décroissante pour toute solution t — x(t) de |'équation.

Autrement dit si V décroit sur la trajectoire t — x(t). La définition ci-dessus s'adapte sans
difficulté au cas autonome.

Remarque 68
Soit t — x(t) une trajectoire de X' (t) = f(t,x(t)) supposée définie sur R.. Alors

d oV dx
—V(t,x(t = — 4+ —.VV(t,x(t
- (t,x(t)) T Vi V(t,x(t))

= 20t x(0) Y VL (1)

Dans les applications on remplace la condition donnée par la définition précédente par

%
V(t,x) € Ry x U, a(t, x) + f(t,x) VX V(t,x) < 0.
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1. Définitions 2. Cas des systémes linéaires 3. Méthode de Liapounov

Méthode de Liapounov

Définition 69
On dit que la fonction V est une fonction de Liapounov stricte si V est une fonction de Liapounov
et si la fonction

oV
— (a + f(t, x)VXV)

est définie positive.

Théoréme 70

Soit I'équation x' (t) = f(t,x(t)) oo f(t,0) = 0. S'il existe une fonction de Liapounov définie sur
R+ x B(0,7) pour le systéme précédent, alors la solution (R,0) est stable.

Preuve. Soit V(t,x) la fonction de Liapounov et W(x) la fonction définie positive telle que
W(x) < V(t,x). Soit r > 0, on définit

e = inf{W(x), Ilxl| =1} >0,

et 1o < 1 tel que V xo € B(0,10), V(0,%x0) < ¢/2. Soit xg € B(0,19), alors par continuité, il existe
t; > 0 tel que pour tout t < ty, x(t) reste dans B(0, 7).
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1. Définitions 2. Cas des systémes linéaires 3. Méthode de Liapounov

Méthode de Liapounov

Montrons qu'en fait, x(t) € B(0,r) pour tout t > 0. Supposons que ce ne soit pas le cas, il existe
alors un premier temps t; > t; tel que ||x(t2)|| = r et donc par définition de ¢, on a

Wi(x(t2)) > e.
Mais par ailleurs, par définition d'une fonction de Liapounov on a
V(tz,x(t2)) < V(0,x(0)) = V(0,%0) < /2,
ce qui est impossible car on doit avoir

W(x(t1)) < V(t1,x(t1)).
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1. Définitions 2. Cas des systémes linéaires 3. Méthode de Liapounov

Méthode de Liapounov

Théoréme 71

Sous les hypothéses du théoréme précédent, si on suppose de plus que la fonction de Liapounov
est stricte alors la solution (R,0) est asymptotiquement stable.

Preuve. On sait déja que la solution est stable. On commence par donner une démonstration

dans le cas autonome. On pose W1 (t) = W(x(t)) ou W est la fonction de Liapounov. Soit

1= . lim W;j(t) (W, étant décroissante, cette limite existe). Il suffit de montrer que 1 =0. Si 1
—+4o00

est non nulle, comme Wy (t) > 0, il existe nécessairement « strictement positif tel que Vt,
Wi (t) > «, donc il existe p > 0, que |'on peut supposer plus petit que T, tel que

vt > 0, |[x(t)]| > p. Dans le compact B(0,1) \ B(0, p) la fonction W5 est minorée par une
constante m > 0. Ainsi

%V(t,x(t)) <m
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1. Définitions 2. Cas des systémes linéaires 3. Méthode de Liapounov

Méthode de Liapounov

On obtient alors,
0 < Wi (t) < VI(tx(t)) < V(to,xo) —m(t—to).

Donc lim W;(t) = —oco ce qui est absurde. Donc 1 = 0.

t—+o00
Dans le cas non autonome, la démonstration précédente montre que I'on a seulement
1&1_1;14}25 Wi (t) = 0. En effet, la fonction Wy (t) n'est pas a priori décroissante et on n'est donc pas
certain qu'elle ait une limite. Ceci signifie en particulier que pour tout ¢, il existe un instant t¢
pour lequel |[x(te)]| < e. Mais comme la trajectoire t +— x(t) est stable ceci assure que

lim x(t) =0.
t—+oo
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1. Définitions 2. Cas des systémes linéaires 3. Méthode de Liapounov

Méthode de Liapounov

Exemple

Soit le systéme

% + AX(t) = f(t, x(1))

ou f(t,x) = e(x)lxll, et Re(Spec(A)) > « > 0. Soit

—-+oo At A
B= J e S e s,
0

Alors la fonction V(x) = (Bx, x) est une fonction de Liapounov pour le systéme précédent.
En effet, on va montrer que la matrice B vérifie BA + A'B = Id.

+oo t
Pour voir cela, on remarque d'abord que I'intégrale J e A e

0
Re(Spec(A)) > a > 0. De plus

—SAQds est bien définie puisque

di (efsAtefsA> _ _efs/\t (At +A) e~ A.
S

Et donc

+o0 +oo g
BA +A'B = J e SAT (AL A) e S Ads = —J = (M e M) ds=1a
0 0 S
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ons 2. Cas des systémes linéaires 3. Méthode de Liapounov

Méthode de Liapounov

d
Calculons maintenant E(Bx(t),x(t)) ou x est solution de 'EDO. On a

%(Bx(t»x(t))

B-Lx(t),x(1)) + (Bx(1), %x(t))
(D2 + (B + BY(E, x(1)), x(1),

car %x(t) = f(t,x(t)) — Ax(t) et BA + A'B = Id.

On conclut par la petitesse de ¢(x) de sorte que
1
((B+BYf(t,x(t)),x(t)) < EIIX(t)IIZ-

Exercice : Etudier la stabilité des systémes suivants en construisant une fonction de Liapounov de

2 2
la forme V(x,y) = a%- + byT pour le systéme

x/ =—x—2y3
y/ =Xy2_y3
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