Treillis 1

Dans le plan (O, 5:_}'), on considére le treillis élastique plan schématisé ci-dessous.

Le noeud Ajy est fixe, les noeuds A; et Az sont en appui mobile dans la direction 1, et
le noeds Ay est libre,

Les barres [4143), [4243] et [A5A4) sont de longueur £, les barres [A1 Al [ Ay Ay] et
[4244) de longueur v/3¢.

Toutes les barres ont la méme section §. On note E le module d"Young des barres

[A1Ag), [A2ds] et [A34,] . VB E celui des barres [A;A4] et [A2A4] et enfin ?L’ le
module d’Young de la barre [A; As].

On exerce :
- ume charge —2F 7 au noeud Ay,
- une charge F 1 an noeud A,
- une charge —V/3F 7an noend Ay,

On note &; le vecteur unitaire qui va du noeud A, au noeud A;. T;; désigne la tension qui

régne dans la barre A;A;. Dans cet exercice on ne cherchera pas & caleuler les réactions
anx appuis. ly

1. Ce treillis est constitué de 4 noeuds, soit 8 équations statiques. Quant anx inconnues :
1l y de 6 barres (soit 6 tensions) 1 appui fixe (2 inconnues) et 2 appuis mobiles (2%1
inconnue). Le systéme statique est alors un systéme de 8 équations & 10 inconnues. Ce
treillis est done hyperstatique de degré 2.

2. Vecteurs unitaires intervenants par la suite
Si on note &; le vecteur unitaire orienté du noeud A; vers le noend Aj, on aura :
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3. Systéme cinématique

Pour chacune des barres du treillis on écrit la relation qui unit les déplacements des
noeuds & la déformation des barres : (i; — iL;).6; = €y &5

Sachant que :



a-(3) w=(3) =0 a=()

an aira 2

Barre [1,2] = (2 — ) A=vV3fen = g —13 = V3len

Barre [1,3] = %{ﬁ.‘a—ilj.{v@?—i—f}:f’sm = g —%ﬁfam

Barre [1,4] = %(iﬂ — i) {?—i— \fﬁ}} = \/5!?514 =% ry—T+ y‘ﬁy,; = 2\.&&'51.1
Barre [2,3] = %l[ﬂ'g — ). (=V3i4]) =lexn =3 Ep= %@ =

Barre [2,4] =» %{'ﬁq‘-‘ﬁz}.(“"?'ﬁ' V3j) =Viley = 2y — 24+ V3ya = 2V3len
Barre [3,4] = (i — i) = {teuy = 9= fE3q

On déduit de ce systéme que :

213 243
&y =———_0E;i;5 Ty =———F¢&
3 3
V3
Ty = —3-"- ¢ {ﬁEm = 2&.‘]3 == 3&‘;{4} = fEs_'l

avec les conditions de compatibilité :
(4)=(2)=(1) = 2e3+2e5=3¢ep

{3] -+ {5) — g+ g = 254+ 2E9

Ces conditions peuvent aisément s’exprimer en termes de contraintes. Pour cela, il suffit
d'utiliser la loi de comportement en élasticité linéaire qui dit que T3y = Ei;Si;i5. Dans

V3

notre cas Iy = Ey = V3 E Ejp = — el B = I2 dans les aufres cas, on
aura ainsi, en multipliant chacune des équations par ES :
3 ;
{ ES (213 + em3) = = ESexn (i) Tis+Tes=2V3Tn
2 2 5L
ES (EIE + 253.—1} = ZES{EM + Eﬂ.ﬂ {H‘} 2T + ‘\HETS-I = Thq+ Toy

4. Systeme statique

Le systéme statique est obtenu en écrivant les équations d'équilibre de chacun des
noeuds du treillis :



Tio €1z + Tiafra +Tha €1y — 2F i+ By =10

ol |
Il
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Tia &1 + Tos &3+ TosBay + Fi+ Ry
Tys @ + Tis @iz + TasBag+ Ry =10
TiaEay + Togéun + Ty €4y + Tis €45 — vﬁFj'z 1]

Dans in premier temps, on ne cherchie & calenler que les tensions qui régnent dans les

harres. Pour cela, on projette les équations vectorielles ci-dessus uniquement dans la
direction de mobilité des noeuds, il vient alors :

3 1 Ty =Ty
ﬂ2+gT1;{+§T1.1=2F
V3 1 Ty = —V3F — \fa_Tz.;

T12+?T23+§T2:=F . " i

1 1 = 24/3 243 3
ETl-i_ETz.i:U T23=TF——'3—T]3*?T24
Vﬁ Jg 443 2 3
5 Tt Tu+ 5 Tu=—V3F Tla=§f“?le‘%Tﬂ

Pour résoudre ce systéme, il faut maintenant tenir compte des conditions de compati-
bilté -

{'i] Tm + Tz:g = 2‘\."’5?&12 = JF—2T —qu, =Jlpy = Toy = 3F — 5?'13
Dans ces conditions on a :

Tlal = SF = E)Tm el 'VJET:“ = —1?}? + 15T]2

En exploitant (i), la seconde condition de compatibilité, on obtient :
2
Ty — 12F + 15Ty = 6F — 10T}, =+ 20T =18F = Tp=3F

Par suite, on déduit :

Tia= %F fraction
Ty = sqrid F traction
Ty = —|—’:~ compression
Toy = ﬁ F traction

Tog = —£ compression
Ty= _E_‘:;E F  compression




5. Déplacements
Pour exprimer les déplacements en fonction des efforts exercés sur les barres, on utilise
4 nouveau la loi de comportement en élasticité linéaire : Tj; = I; 5§ £55. On obtient :

L 2P0 L 2Rl . g 1
”‘_ﬁ(n) ”’E_E"E(n) ”"'E(—‘f)

6. Représentation graphique




Treillis 2
Dans le plan (0,1, 7), on considére le treillis élastique plan schématisé ci-dessous.

Le noend Ay est fixe, les noeuds A; et Aa sont en appui mobile dans la direction 1, et
les noeuds Ay et A sont libres.

Les barres [AzAy] et [A3A;] sont de longueur £, les barres [A;Aa], [Ay Az, [A2A43] et
[A4As] de longueur /3¢ et les barres [A;4y] et [Az4s] sont de longneur 2¢.

3V3

Toutes les barres ont la meme section S. On note E le module d'Young de la barre

| AgAz], tontes les autres sont de module d"Young .

On exerce :
ume charge F'7 au noend A,

) S
une charge —=F 7 an noeud As,

i

une charge F 7 au noeud Ay,
- une charge —v/3F 7 au noeud As,

Omn note &; le vectenr unitaire qui va du noeud A; an noeud A;. T; désigne la tension qui
régne dans la barre A;A;. Dans cet exercice on ne cherchera pas a calculer les réactions
aux appuis, L E 5

1. Donner le degré de staticité du treillis.

2. Expliciter tous les vecteurs &y

3. Ferire les équations du systéme cinématique et exprimer les déplacements anx noeuds
en fonction des allongements relatifs des barres.

4, Terire les équations du systéme statique. Caleuler les tensions qui régnent dans les
barres. Préciser pour chacune d’entre elles si elles sont en traction ou en compression.
5. Exprimer alors les déplacements des noeuds en fonction de F\{, E et 5

6. Représenter sur un méme graphique le treillis initial et son déformé.

1. Ce treillis est constitué de 5 noeuds, soit 10 équations statiques. Quant aux inconnues :
Tl v de 8 barres (soit & tensions) 1 appui fixe (2 inconnues) et 2 appuis mobiles (2*1
inconnue). Le systéme statique est alors un systéme de 10 équations a 12 inconnues. Ce
{reillis est done hyperstatique de degré 2.

2. Vecteurs unitaires intervenants par la suite
Si on note &; le vecteur unitaire orienté du noeud A; vers le noend A;, on aura :



f1z =G5 =1 FIS—E":'FTJ M=——2-%+E
o a - O 1—.*+\-"H_—.* z Vﬁ-? 1._"
Cig = €35 = 23 = 2? 2 36 = 2.!

3. Systéme cinématique

Pour chacune des barres du treillis on écrit la relation qui unit les déplacements des
noeuds & la déformation des barres : (if; — ii;).6;; = ;845

Barre [1,2] = (@ —ii1).7i=V30ep = @y—2 =V3len
Barre [1,3] = —%-ﬁl.{;+vﬁf]=ﬁfﬁl;; — gy == 3¥e
Barre [1,4] = (iy—1).] =2Ffey — g =20ey

Barre [2,3] = —é—ﬁg.{—-?-l-vﬁﬂzvrﬁrﬁam — g = /3 lE0s
Barre [2,5] = (il —ify).] = 20es = y;=20en

Barre [3,4] —> %m.(—\/ﬁ?+ﬁ=ﬁem = —V3zi+ys=20Fcu
Barre [3,5] — %fﬁ.wﬁ?ﬁj:fesﬁ — V3 +ys=2{cg
Barre [4,5] = (ils —iis).i=V3{es — 35—1=V3leg

On déduit de ce systéme que :

2y =—2v3 Py £y = 2v/3 Ly
21/3

oy = (214 —€34) ys =28
/3

25 = —o—Cless — E25) Ys = 2€en5

avec les mudlliimns de compatibilité :

i3 téx= 3 £12
3
E35 T 634 —E2 — €4 = 3 &b
Ces conditions peuvent aisément s'exprimer en termes de contraintes. Pour cela, il sulfit
d'utiliser la loi de comportement en élasticité linéaire qui dit que T}; = E;;S5;;€5;- Dans

notre cas By = 3V3 E et E; = E dans les autres cas, on aura ainsi, en multipliant
chacune des équations par ES : .
ES(£13+ 203) = %ESE‘H Tig+Toy = 3 Tia
3 = 3 2v3
ES(ess+ e —en—en) = 3 BS eus Ty +Ton—Tos —Tu =3 ES e =——Ts



4. Systéme statique

Le systéme statique est obtenu en écrivant les équations d'équilibre de chacun des
noends du treillis

Tafiz+Tiséis+ T+ F i=0

Tz €y + T3 €5+ To5 805 — 3 Fi=0

T3 €31 + Toa €32 + Taa €51 + Ta5 €35 =0

Tiq€qn + Ty + Tas €5+ Fj :_’1} y
Tos Esa + Tas s + Tas €4 — V3F i =0

Dans un premier temps, on ne cherche & calculer que les tensions qui régnent dans les
barres, Pour cela, on projette les équations vectorielles ci-dessus uniquement dans la
direction de mobilité des noeuds, il vienl alors :

1
ﬂ2+§Tm+F=ﬂ Ty = —2T1o — 2F
1 1
—ﬂ2-§T23“§F=ﬂ

NE]
T Te= =10
5 34+ 1ys V3

3
il Ty = S Taa

Tm = —QTm - F

1
—Tru‘—*ETm-i-F:[}

1
V3 : Tw= —ETaa—l- F

1 1
—T&—ET;ﬁ:ﬂ T25=—-§T34+F

Pour résoudre ce systéme, il faul maintenant tenir compte des conditions de compati-
hilté : i
(i) Tia+Tm= 3 Ti2
o 13
() Tss+Toa—Tos — T = ——Tis
1 2
En exploitant (i), on obtient : —(2Tya+2F)—(2T2+F) = 5 Tia =% Ta= -EF

1. 1
Quant & I'équation (ii), on aura : Tgy — 2F + Ty + 5 Ty—F + 3 Toy—F = =Ty

Soit T3.1 =

Par suite, on déduit :



2 .
Tiu=Tis = -3 F compression
s S, A
Tis = e F compression
1 2
Ty =Tos = ) F traction
|Tga=F traction
Tas = —F compression
3
T = —g F compression

i. Déplacements
Pour exprimer les déplacements en fonction des efforts exercés sur les barres, on utilise
A nouveau la loi de comportement en élasticité linéaire : Ty = Ey; 5 £i5. On obtient :

4_2J§F!'(1) S wﬁﬂ?(l)
M="3Es \o A Ee
=55 (y) w=gs( )
i s : Uy =
3ES 3 S 1
6. Représentation graphique 5/
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