MECANIQUE STATIQUE
Examen de Juin 2010

Exercice 1 : Etude d’un équilibre

Relativement au repere orthonormé direct (O, 7,7, k) (avec j vertical ascendant),

g= —gj désigne 'accélération de la pesanteur. On considere un systeme 3 situé dans
le plan (O,;,j) > est constitué de deux barres homogenes S; et S de méme masse m
et de méme longueur ¢ :

Sy d’extrémités O et A, et de milieu Gy, est liée au bati par une liaison rotule parfaite
en O.

Sy d’extrémités A et B, et de milieu G, est liée a la barre S; par une liaison pivot en
A.

On introduit ¢ le vecteur unitaire tel que AO = (¥ et on désigne par a 'angle (7, 7)
mesuré autour de k

On introduit Y le vecteur unitaire tel que BA = tY et on désigne par 6 I'angle (7, 37)
mesuré autour de k
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La barre S; exerce sur la barre S, un couple vk = % k.
On exerce en plus sur S7 au point A une force F7.
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1. Questions de cours
(i) Un solide est en équilibre lorsque le torseur des efforts exercés sur ce solide est nul.

(ii) Un systeme de solides est en équilibre lorsque chaque solide qui constitue le systeme
est en équilibre.

(iii) Un couple est un torseur dont la résultante est nulle : 7 = { M(A)

(iv) 11 suffit d’utiliser la relation sur les torseurs

VA, B M(B)=M(A)+ RAAB = M(A)



2. Torseur des efforts exercés sur Sy
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Pour pouvoir additionner ces torseurs, il est nécessaire au préalable de les exprimer au
méme point. Pour cela, on utilise la relation sur les torseurs. Il vient
Ry —mg)

—mgj/\m —ﬂ TNY = —%ﬂgsinﬁg =  Tg(S2) =

2 ml g

1 (1 —2sin6) k N

3. Torseur des efforts exercés sur le systeme X
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F7ANAO = FTA G = Flcosak
Et finalement
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4. Equations d’équilibre

£ T (S1) = Tes(S2) =0
Y est en équilibre <= { T (So) = — { Te(S) = 0
1—2sinf =0 (1)
Y est en équilibre <= mg
Fcosa = T(Sinﬁ—i-?)sina) (2)

5. Etude d’un équilibre particulier

1 om
1 ng = — 0=— 0=—
(1) <« sin 5 = 5 ou 6

Sta=0, (2) <« F—Tgsmﬁ—%

Exercice 2 : Etude d’un treillis
Dans le plan (O, i, 7), on considere le treillis élastique plan schématisé ci-dessous. Toutes
les barres ont la méme section S.
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Le noeud Aj est en appui fixe, le noeud A; est en appui mobile selon 7, le noeud Az en
appui mobile selon 7 alors que les noeuds A, et A4 sont libres .

Les barres A1 A, AsAsz, AsAs, As3Ay et AyAs ont méme longueur /.
Le module d’Young de la barre A;A4; est de V2F, toutes les autres barres ont le

méme module d"Young F

Une charge — F 7 est appliquée au noeud Aj, une charge F' (v'—7) est appliquée au noeud
As, une charge —V/2F Test appliquée au noeud A; et une charge F (—24+7) est appliquée
au noeud Ajy.

On note Tj; la tension qui regne dans la barre A;A;. Dans cet exercice on ne cherchera
pas a calculer les réactions aux appuis

1. Ce treillis est constitué de 5 noeuds, soit 10 équations statiques. Quant aux inconnues :
Il y a 7 barres (soit 7 tensions) et 1 appui fixe et 2 appuis mobiles (7+4 inconnues).
Le systeme statique est alors un systeme de 10 équations a 11 inconnues. Ce treillis est
donc hyperstatique de degré 1.

2. Pour chacune des barres du treillis on écrit la relation qui unit les déplacements des
noeuds a la déformation des barres : (@; — u;) . €;; = {;j ;5
Sachant que :
i = (% W) m () w0
U = = = Ugp = Uy = 0
! (0) ? (yz) ’ (ys ! Ya °

on aura :
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Barre [1,2] = (i» —ﬁl).;:€512 = 29 —1x; =le
Barre [1,5] = (ds —t1).(T+]) =2les = a1 = —2l¢e;
Barre [2,3] = (U3 — ) .7=leg = X9 = —leg3
Barre [2,5] = (U5 — Us).J= (e — Y= —Vlegs
Barre [3,4] = (Uy—U3).7="Ve3 = y—ys="Vley
Barre [3,5] = (U5 —U3).(—7+)) =2leys = y3 = —2l¢es;
Barre [4,5] = (Us —ty) 7= —Leys = x4 ="Vley

On déduit de ce systeme que :

x1 = —2leys y1 =10

Ty = —l a3 Yo = —legs

x3 =10 ys = —2less

xy = leys Yy = € (€34 — 2e35)
Ty = 0 Ys = 0

avec la condition de compatibilité :

€12 = 2615 — €23

Cette condition peut aisément s’exprimer en termes de contraintes. Pour cela, il suffit
d’utiliser la loi de comportement en élasticité linéaire qui dit que Tj; = E;;5;;€;;. Dans
notre cas toutes les barres ont méme section S, les barres A; Ay et Ay A3 ont méme
module d’Young E, le module d’Young de la barre A; A5 est de v/2 E on aura donc :

Tio = V2T — Tos

4. Systeme statique.

Le systeme statique est obtenu en écrivant les équations d’équilibre de chacun des
noeuds du treillis :

On ne cherche a calculer que les tensions qui regnent dans les barres. Pour cela, on
projette les équations vectorielles d’équilibre des noeuds uniquement dans la direction
de mobilité des noeuds. A ces équations, on n’oubliera pas d’ajouter la condition de
compatibilité obtenue précédemment. Il vient alors :
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T12 + Q T15 = F T12 = Z F traction

2
—Tip+ T =—F B
Ty = F Ti5 = % F traction

V2 ja
T54 + 5 T35 = V2F Tos = 7 compression
—Ty =F Thy = F traction
T34 = F Ty = F traction

Ty =(2—V2)F traction

avec Tip = \/§T15 — 153 Tis = —F compression

5. Déplacements
Pour exprimer les déplacements en fonction des efforts exercés sur les barres, on utilise
a nouveau la loi de comportement en élasticité linéaire : T;; = E;; S €;;. On obtient :

R <_2> ﬂ_m<1>
T UES Lo 2= 7Es \ -4

=75 (Lirovs) =75 (avaos)
BT Es \—44+2v2 Y=g \2v2 -3



