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Exercice 1

On cherche à évaluer
√

a à l’aide d’algorithmes autorisant toutes les opérations élémentaires.
Soient (xn)n et (yn)n deux suites définies par récurrence:

xn+1 =
2axn

x2
n + a

, yn+1 =
yn

2a
(3a− y2

n).

1. Montrer la convergence des suites (xn)n et (yn)n pour x0 et y0 bien choisis.

2. Déterminer l’ordre de convergence de ces suites.

3. Choisissez x0 et y0 pour a = 3.

Exercice 2

Soit f une fonction de classe C2 sur [a, b] avec f(a)f(b) < 0. On suppose de plus que f ′ et
f ′′ ne s’annulent pas sur [a, b].

1. Montrer que f est strictement monotone.

2. Montrer que il existe un unique s élément de ]a, b[ tel que f(s) = 0.

3. Montrer que le graphe de f est du même côté par rapport à toute tangente à la courbe
sur [a, b].

4. On suppose que f ′′ est négative sur ]a, b[ et en déduire que si a < xn ≤ s alors

0 = f(s) ≤ f(xn) + f ′(xn)(s− xn).

5. On suppose toujours que f ′′ est négative sur ]a, b[ et que f ′ est positive sur ]a, b[.
On suppose a < x0 < s. A l’aide de la question précédente, montrer que la suite
(xn)

n∈IN définie par la méthode de Newton est majorée par s. Montrer que la suite est
croissante. Conclure quant à la convergence de la suite (xn)

n∈IN.

6. On suppose que f ′′ est positive sur ]a, b[. Choisir x0 convenablement et montrer la
convergence de la méthode de Newton.

Exercice 3

Soit f(x) = x3 − x2 − 1. On se propose de trouver les racines réelles de f .

1. Situer la ou les racines de f . Montrer qu’il y a une racine l comprise entre 1 et 2.
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2. Soit les méthodes itératives suivantes, x0 ∈ [1, 2],

xn+1 = x3
n − x2

n + xn − 1 (1)

xn+1 =
1

x2
n − xn

(2)

xn+1 = (x2
n + 1)

1
3 . (3)

(a) Examiner la convergence et la limite de ces méthodes.

(b) Préciser l’ordre des méthodes convergentes.

Exercice 4

On dispose d’une calculatrice qui ne sait faire que des additions, des soustractions et des
multiplications. On cherche à l’utiliser pour calculer l’inverse 1/a d’un réel a > 0. Cela
revient à calculer un zéro de la fonction f : x 7→ x−1 − a.

1. Ecrire la méthode de Newton pour cette fonction. Cette algotithme peut-il être
implémenté sur la calculatrice?

2. Dans le cas a = 5, calculer les termes x1 et x2 pour x0 = 0, 1, x0 = 1 puis x0 = 2.

Exercice 5

On définit f sur IR∗
+ par x → x− e−(1 + x).

1. Montrer qu’il existe un unique zéro l de f . Localiser l entre deux entiers successifs.

2. La méthode suivante converge-t-elle vers l?

x0 donné, xn+1 = g(xn), où g(x) = e−(1+x).

3. La méthode suivante converge-t-elle vers l?

x0 donné, xn+1 = h(xn), où h(x) = x2e1+x.

4. La méthode suivante converge-t-elle vers l?

x0 donné, xn+1 = k(xn), où k(x) = −1− ln(x).

5. Choisir x0 et donner l’ordre de la première méthode.

6. Entre ces méthodes et celle de Newton, quelle est la plus efficace?
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