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Feuille 04

Exercice 1.

Soit le problème de Cauchy suivant:

u′(t) = −u(t)(u(t)− 1)(u(t) + 1)

u(0) = u0

1. Montrer qu’il existe une unique solution maximale (I, u) avec u ∈ C∞(I).

2. Montrer que si −1 ≤ u0 ≤ 1 alors −1 ≤ u(t) ≤ 1, pour t > 0.

3. Montrer que si u0 > 1 alors u est décroissante sur IR+.

4. Montrer que si u0 < −1 alors u est croissante sur IR+.

5. Si u0 > 1, on considère le schéma semi-implicite

un+1 − un

∆t
= −un(un+1 − 1)(un + 1).

Montrer que ce schéma est A-stable si u0 > 0, sans condition sur le pas de temps.

6. Construire un schéma semi-implicite pour u0 < 0, afin qu’il soit inconditionnellement A-stable.

Exercice 2.

Soit le système d’équations différentielles ordinaires suivant:

u′(t) = −v(t),

v′(t) = u(t),

u(0) = u0,

v(0) = v0.

1. Montrer qu’il existe une unique solution globale à ce système. (Indication: on ajoutera les deux
équations multipliées par u et v respectivement).

2. Trouver l’expression analytique de la solution.

3. Ecrire le schéma d’Euler explicite et comparer u2
n + v2

n à u2
n+1 + v2

n+1.

4. Ecrire le schéma d’Euler implicite et comparer u2
n + v2

n à u2
n+1 + v2

n+1.

5. Soit le schéma de Cranck-Nicolson:

un+1 − un

∆t
= −1

2
(vn + vn+1),

vn+1 − vn

∆t
=

1

2
(un + un+1).

Montrer que ce schéma vérifie la propriété du problème continue:

u2
n + v2

n = u2
n+1 + v2

n+1.
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Exercice 3.

Soit le système d’équations différentielles ordinaires suivant:

u′(t) = −(u2(t) + v2(t))v(t),

v′(t) = (u2(t) + v2(t))u(t),

u(0) = u0,

v(0) = v0.

1. Montrer qu’il existe une unique solution globale à ce système en montrant que u2(t) + v2(t) est
constant au court du temps.

2. Trouver l’expression analytique de la solution.

3. Ecrire un schéma qui possède la même propriété de conservation que le problème continu.

Exercice 4.

On suppose que f est une fonction C2 de IR+×IRd à valeur IRd. Soit l’équation différentielle ordinaire

u′(t) = f(t, u(t))

u(0) = u0.

1. Montrer qu’il existe une unique solution maximale (I, u), avec u ∈ C3(I, IRd).

2. Soit le schéma d’Euler explicite

un+1 − un

∆t
= f(tn, un),

u0 = u0.

Montrer que ce schéma est d’ordre 1.

3. Soit le schéma d’Euler implicite

un+1 − un

∆t
= f(tn+1, un+1),

u0 = u0.

Montrer que ce schéma est d’ordre 1.

4. Soit le schéma de Cranck-Nicholson

un+1 − un

∆t
= f(tn+1/2,

un+1 + un

2
),

u0 = u0.

Montrer que ce schéma est d’ordre 2.
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