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Devoir maison d’Analyse Numérique

Exercice 1.

Soit f une fonction C*°(IR,IR). On se donne les points {z;}!=8 de subdivision de lintervalle [a;b]:
x; = a+ ih avec h = =2,
Le but de I'exercice est de trouver une formule de quadrature a m points pour approcher
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On propose dans un premier temps (question 1 & 2) de construire la formule de quadrature & deux points:
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ou 0 < w<1esta déterminer.

1. (1,5 pt.) Montrer que cette méthode est toujours exacte pour toute fonction g polynomiale de degré
1.

2. (2 pt.) Déterminer w pour que la formule de quadrature (2) soit exacte pour toute fonction g
polynomiale de degré m > 1 et donner la plus grande valeur de m.

3. (2 pt.) A laide d’'un changement de variable affine, en déduire une formule de quadrature pour

I'intégrale suivante:
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4. (1,5 pt.) En déduire une formule de quadrature & 2n points, notée F', pour le calcul approché de (1).
Cette formule de quadrature est-elle stable?

5. (1,5 pt.) Ecrire 'algorithme du calcul de F.
Exercice 2.

Un modele pour la diffusion d’une épidémie se base sur I’hypothese que sa vitesse de propagation est pro-
portionnelle au nombre d’individus infectés et au nombre d’individus sains.

Si on note I(t) > 0 la densité d’individus infectés & V'instant ¢ > 0 et A > 0 le nombre d’individus total,
il existe une constante k € R telle que I'(t) = kI(t)(A — I(t)).

1. Expliquer le modele.

2. (2 pt.) Montrer qu’il existe T' > 0 et une unique solution I € C*°(]0,T]) au probléme de Cauchy:
I'(t) =kI(t)(A—I(t))
I(0) = Iy > 0.

3. (1,5 pt.) Montrer que si 0 < I(0) < A alors 0 < I(t) < A pour tout ¢ > 0.

4. (1 pt.) Montrer que si 0 < I(0) < A alors I(t) est croissante sur IR".

5. (2,5 pt.) Soit 0 < Iy < A. On consideére le schéma semi-implicite
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Montrer que ce schéma est inconditionnellement A-stable (c’est & dire, montrer que la suite (I,),, est
bornée uniformément en At).

= kI, (A — Ini1).



